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Uvod
Poliedri su objekti izgradeni od simpleksa, a u tom smislu vazˇnu ulogu imaju simplicijalni
kompleksi.
U pocˇetku c´emo proucˇavati simplekse i simplicijalne komplekse te na koji nacˇin oni
tvore poliedre. Nakon toga c´emo proucˇavati neka metricˇka svojstva poliedara kao na pri-
mjer kompaktnost i zatvorenost. Nadalje c´e biti govora o racionalnim simpleksima, mak-
simalnim simpleksima i dobrim tocˇkama poliedara.
Poliedri imaju vazˇnu ulogu u topologiji, a ovim radom c´emo prikazati neke zanimljive
rezultate.
1

Poglavlje 1
Simpleksi i simplicijalni kompleksi
1.1 Geometrijska nezavisnost tocˇaka
Definicija 1.1.1. Neka je N ∈ N. Neka je n ∈ N0 te neka su a0, . . . , an ∈ RN . Kazˇemo
da su a0, . . . , an geometrijski nezavisne tocˇke u RN ako je n = 0 ili n ≥ 1 i vektori a1 −
a0, . . . , an − a0 su linearno nezavisni (u RN).
Primjer 1.1.2. Neka su a0, a1 ∈ RN . Vrijedi sljedec´e: a0, a1 su geometrijski nezavisne
tocˇke⇔ vektor a1 − a0 linearno nezavisan⇔ a1 − a0 , 0⇔ a1 , a0. Dakle,
a0, a1 su geometrijski nezavisne tocˇke⇔ a1 , a0.
Primjer 1.1.3. Neka su u R3 dane tocˇke a0 = (1, 1, 1), a1 = (2, 2, 2), a2 = (5, 5, 5). Jesu li
one geometrijski nezavisne?
Imamo a1 − a0 = (1, 1, 1) i a2 − a0 = (4, 4, 4), pa je jasno da su a1 − a0 i a2 − a0 linearno
zavisni. Prema tome a0, a1 i a2 nisu geometrijski nezavisne tocˇke.
Primjer 1.1.4. Neka su u R2 dane tocˇke a0 = (2, 1), a1 = (1, 2), a2 = (5, 4).
Vrijedi: a1−a0 = (−1, 1), a2−a0 = (3, 3). Iz toga je jasno da su vektori a1−a0 i a2−a0
linearno nezavisni. Dakle, tocˇke a0, a1, a2 su geometrijski nezavisne u R2.
Propozicija 1.1.5. Neka je n ∈ N0, te neka su a0, . . . , an ∈ R. Tada su te tocˇke geometrijski
nezavisne ako i samo ako za sve t0, . . . , tn ∈ R vrijedi sljedec´a implikacija n∑
i=0
tiai = 0 i
n∑
i=0
ti = 0
⇒ t0 = · · · = tn = 0 (1.1)
3
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Dokaz. Pretpostavimo da su a0, . . . , an geometrijski nezavisne tocˇke. Pretpostavimo da su
t0, . . . , tn ∈ R takvi da vrijedi ∑ni=0 tiai = 0 i ∑ni=0 ti = 0. Ako je n = 0, onda je ocˇito t0 = 0.
Pretpostavimo da je n ≥ 1. Iz izraza ∑ni=0 ti = 0 imamo da je
t0 = −
n∑
i=1
ti. (1.2)
Stoga je
0 =
n∑
i=0
tiai =
n∑
i=1
tiai + t0a0 =
n∑
i=1
tiai +
− n∑
i=1
ti
 a0 = n∑
i=1
tiai −
n∑
i=1
tia0 =
n∑
i=1
(tiai − tia0).
Dakle,
n∑
i=1
ti(ai − a0) = 0
pa iz cˇinjenice da su vektori a1 − a0, . . . , an − a0 linearno nezavisni (jer su tocˇke a0, . . . , an
geometrijski nezavisne) slijedi t1 = t2 = · · · = tn = 0. Dakle, iz (1.2) slijedi t0 = 0. Time je
dokazano da implikacija (1.1) vrijedi.
Obratno, pretpostavimo da za sve t0, . . . , tn vrijedi implikacija (1.1). Zˇelimo dokazati da
su tocˇke a0, . . . , an geometrijski nezavisne. Ako je n = 0, tvrdnja je jasna. Pretpostavimo
da je n ≥ 1. Treba dakle dokazati da su vektori a1 − a0, . . . , an − a0 linearno nezavisni.
Pretpostavimo da su λ1, . . . , λn ∈ R takvi da je
n∑
i=1
λi(ai − a0) = 0.
Vrijedi
0 =
n∑
i=1
λi(ai − a0) =
n∑
i=1
(λiai − λia0) =
n∑
i=1
λiai −
n∑
i=1
λia0 =
n∑
i=1
λiai +
− n∑
i=1
λi
 a0. (1.3)
Definirajmo
λ0 =
− n∑
i=1
λi
 .
Prema (1.3) vrijedi
∑n
i=1 λiai + λ0a0 = 0, tj
n∑
i=0
λiai = 0.
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Nadalje,
n∑
i=0
λi = λ0 +
n∑
i=1
λi = 0.
Sada iz (1.1) slijedi
λ0 = · · · = λn = 0.
Posebno,
λ1 = · · · = λn = 0.
Iz toga zakljucˇujemo da su vektori a1 − a0, . . . , an − a0 linearno nezavisni, pa su tocˇke
a0, . . . , an geometrijski nezavisne.

1.2 Konveksni skupovi
Neka je N ∈ N, te neka su a, b ∈ RN . Definiramo
ab := {(1 − t)a + tb | t ∈ [0, 1]}.
Za ab kazˇemo da je segment u RN odreden tocˇkama a i b. Uocˇimo da su a, b ∈ ab. Nadalje,
aa = {a}.
Definicija 1.2.1. Neka je S ⊆ RN . Za S kazˇemo da je konveksan skup u RN ako za sve
a, b ∈ S vrijedi ab ⊆ S .
Ocˇito su ∅,RN i svaki jednocˇlan podskup od RN konveksni.
Primjer 1.2.2. Neka su a, b ∈ RN , a , b. Tada skup {a, b} nije konveksan. U suprotnom
bi vrijedilo ab ⊆ {a, b}, no ovo je nemoguc´e jer je 12a + 12b ∈ ab, a 12a + 12b < {a, b} (iz
1
2a +
1
2b = a ili
1
2a +
1
2b = b slijedi a = b).
Iz prethodnog primjera slijedi da unija dva konveksna skupa ne mora biti konveksan
skup. ( {a} ∪ {b} = {a, b} )
Propozicija 1.2.3. Neka je A neprazna familija konveksnih podskupova od RN . Tada je⋂
K∈A
K konveksan podskup od RN .
Dokaz. Neka su a, b ∈ ⋂
K∈A
K. Slijedi da su a, b ∈ K, za sve K ∈ A. Buduc´i da je K
konveksan skup, imamo ab ⊆ K, za sve K ∈ A. Slijedi da je ab ⊆ ⋂
K∈A
K. Dakle,
⋂
K∈A
K je
konveksan skup. 
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Neka je S ⊆ RN . Definiramo
Conv(S ) =
⋂
K konveksan
S⊆K
K.
Za Conv(S ) kazˇemo da je konveksna ljuska skupa S .
Nije tesˇko dokazati sljedec´u propoziciju.
Propozicija 1.2.4. Neka je S ⊆ RN . Tada vrijedi:
1. Conv(S ) je konveksan skup i S ⊆ Conv(S )
2. Conv(S ) = S ako i samo ako je S konveksan skup
3. Ako je K konveksan skup takav da je S ⊆ K onda je Conv(S ) ⊆ K.
Napomena 1.2.5. Ako su S i T podskupovi od RN takvi da je S ⊆ T onda je Conv(S ) ⊆
Conv(T ).
Naime, zato sˇto je S ⊆ T ⊆ Conv(T ) i Conv(T ) je konveksan, slijedi da je, prema
propoziciji 1.2.4 (3.), Conv(S ) ⊆ Conv(T ).
Teorem 1.2.6. Neka je n ∈ N0 te neka su a0, . . . , an ∈ RN . Tada je
Conv{a0, . . . , an} =
{ n∑
i=0
tiai | t0, . . . , tn ≥ 0 i
n∑
i=0
ti = 1
}
.
Dokaz. Neka je
S =
{ n∑
i=0
tiai | t0, . . . , tn ≥ 0 i
n∑
i=0
ti = 1
}
. (1.4)
Dokazˇimo da je S konveksan skup. Neka su x, y ∈ S . Tada je
x =
n∑
i=0
tiai i y =
n∑
i=0
siai,
gdje su s0, . . . , sn, t0, . . . , tn ≥ 0,∑ni=0 si = 1 i ∑ni=0 ti = 1. Zˇelimo dobiti
xy ⊆ S .
Neka je z ∈ xy. Tada je z = (1 − λ)x + λy, za neki λ ∈ [0, 1]. Imamo
z = (1 − λ)
n∑
i=0
tiai + λ
n∑
i=0
siai =
n∑
i=0
((1 − λ)tiai + λsiai) =
n∑
i=0
((1 − λ)ti + λsi)ai.
1.2. KONVEKSNI SKUPOVI 7
Ocˇito je (1 − λ)ti + λsi ≥ 0 za svaki i ∈ {0, . . . , n} te je
n∑
i=0
((1 − λ)ti + λsi)ai = (1 − λ)
n∑
i=0
ti + λ
n∑
i=0
si = 1 − λ + λ = 1.
Zakljucˇujemo da je z ∈ S . Prema tome xy ⊆ S . Dakle, S je konveksan.
Uocˇimo da su a0, . . . , an ∈ S . Dakle, {a0, . . . , an} ⊆ S pa je
Conv{a0, . . . , an} ⊆ S .
Obratno, dokazˇimo indukcijom po n da je S ⊆ Conv{a0, . . . , an}. Za n = 0, tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n ≥ 0. Neka su a0, . . . , an+1 ∈ RN . Neka je
S ′ =
{ n+1∑
i=0
tiai | t0, . . . , tn+1 ≥ 0 i
n+1∑
i=0
ti = 1
}
.
Zˇelimo dokazati da je
S ′ ⊆ Conv{a0, . . . , an+1}. (1.5)
Neka je skup S definiran kao u (1.4). Prema induktivnoj pretpostavci vrijedi S ⊆ Conv{a0,
. . . , an}. Neka je x ∈ S ′. Tada je
x =
n+1∑
i=0
tiai gdje su t0, . . . , tn+1 ≥ 0 i
n+1∑
i=0
ti = 1.
1. slucˇaj
n∑
j=0
t j = 0.
Tada je t0 = · · · = tn = 0 i tn+1 = 1 pa je x = an+1. Stoga je ocˇito x ∈ Conv{a0, . . . , an+1}.
2. slucˇaj
n∑
j=0
t j > 0.
Neka je λ =
∑n
j=0 t j. Imamo
x = t0a0 + · · · + tnan + tn+1an+1 = λ
( t0
λ
a0 + · · · + tn
λ
an
)
+ tn+1an+1.
Oznacˇimo,
y =
t0
λ
a0 + · · · + tn
λ
an.
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Dakle, imamo
x = λy + tn+1an+1.
Vrijedi λ, tn+1 ≥ 0 i λ + tn+1 = 1. Stoga je x ∈ yan+1. Uocˇimo da je t0λ + · · · + tnλ = 1.
Stoga je y ∈ S pa slijedi da je y ∈ Conv{a0, . . . , an}, dakle y ∈ Conv{a0, . . . , an+1}.
Imamo y, an+1 ∈ Conv{a0, . . . , an+1}. Dakle, yan+1 ⊆ Conv{a0, . . . , an+1} pa je x ∈
Conv{a0, . . . , an+1}. Time smo dokazali da vrijedi (1.5) pa je tvrdnja teorema doka-
zana.

1.3 Simpleksi
Definicija 1.3.1. Neka su N ∈ N, n ∈ N0 te neka su a0, . . . , an geometrijski nezavisne tocˇke
u RN . Neka je
σ = Conv{a0, . . . , an}.
Tada za σ kazˇemo da je n-simpleks u RN .
Primjer 1.3.2. 1. Neka je a0 ∈ RN . Tada je Conv{a0} = {a0}. Stoga je {a0} 0-simpleks
u RN .
2. Neka su a0, a1 ∈ RN , a0 , a1. Tada su a0 i a1 geometrijski nezavisne tocˇke, a prema
teoremu (1.2.6) vrijedi:
Conv{a0, a1} = {t0a0 + t1a1 | t0, t1 ≥ 0, t0 + t1 = 1} = {(1− t)a0 + ta1 | t ∈ [0, 1]} = a0a1.
Dakle, a0a1 je 1-simpleks u RN . Obratno, svaki 1-simpleks u RN je oblika a0a1, gdje
su a0, a1 ∈ RN i a0 , a1.
Propozicija 1.3.3. Neka su n ∈ N0,N ∈ N, a0, . . . , an+1 ∈ RN . Tada je
Conv{a0, . . . , an+1} =
⋃
x∈Conv{a0,...,an}
an+1x.
Dokaz. Neka je x ∈ Conv{a0, . . . , an}. Tada je x ∈ Conv{a0, . . . , an+1} (jer je Conv{a0, . . . , an}
⊆ Conv{a0, . . . , an+1}). Ocˇito je an+1 ∈ Conv{a0, . . . , an+1}. Buduc´i da je Conv{a0, . . . , an+1}
konveksan skup vrijedi an+1x ⊆ Conv{a0, . . . , an+1}. Prema tome⋃
x∈Conv{a0,...,an}
an+1x ⊆ Conv{a0, . . . , an+1}.
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Obratno, pretpostavimo da je y ∈ Conv{a0, . . . , an+1}. Tada je
y = t0a0 + · · · + tn+1an+1, t0, . . . , tn+1 ≥ 0,
n+1∑
i=0
ti = 1
(prema teoremu 1.2.6).
1. slucˇaj: t0 = · · · = tn = 0. Tada je y = an+1, pa je ocˇito
y ∈
⋃
x∈Conv{a0,...,an}
an+1x.
2. slucˇaj: Postoji j ∈ 0, . . . , n takav da je t j > 0. Tada je ∑ni=0 ti > 0 te imamo
y =
 n∑
i=0
ti
 ( t0∑n
i=0 ti
a0 + · · · + tn∑n
i=0 ti
an
)
+ tn+1an+1
pa je
y =
 n∑
i=0
ti
 x + tn+1an+1, (1.6)
gdje je
x =
t0∑n
i=0 ti
a0 + · · · + tn∑n
i=0 ti
an.
Iz teorema 1.2.6 slijedi da je x ∈ Conv{a0, . . . , an}. Imamo
n∑
i=0
ti ≥ 0, tn+1 ≥ 0 i
n∑
i=0
ti + tn+1 = 1
pa iz (1.6) slijedi da je
y ∈ xan+1.
Time je tvrdnja propozicije dokazana.

Primjer 1.3.4. Neka su a0, a1, a2 ∈ RN geometrijski nezavisne tocˇke. Neka je σ =
= Conv{a0, a1, a2}. Prema prethodnoj propoziciji vrijedi
σ =
⋃
x∈Conv{a0,a1}
a2x =
⋃
x∈a0a1
a2x.
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Definicija 1.3.5. Neka su x, y ∈ RN , x , y. Definiramo
〈xy〉 = xy\{x, y}.
Za 〈xy〉 kazˇemo da je otvoreni segment odreden s x i y.
Uocˇimo da je
〈xy〉 = {(1 − t)x + ty | t ∈ 〈0, 1〉}
Naime, ocˇito je svaka tocˇka z ∈ 〈xy〉 oblika z = (1 − t)x + ty, za neki t ∈ [0, 1]. No, t , 0 i
t , 1 jer je z , x i z , y. Obratno, ako je z = (1 − t)x + ty za t ∈ 〈0, 1〉 onda je z ∈ xy, a
z , x i z , y vrijedi jer bismo u suprotnom dobili x = y.
Napomena 1.3.6. Neka su a0, . . . , an geometrijski nezavisne tocˇke u RN . Neka su t0, . . . , tn
i s0, . . . , sn realni brojevi takvi da je
∑n
i=0 ti = 1,
∑n
i=0 si = 1 i
∑n
i=0 tiai =
∑n
i=0 siai. Tada je
ti = si, za sve i ∈ {0, . . . , n}.
Naime imamo
∑n
i=0 tiai −
∑n
i=0 siai = 0, tj.
∑n
i=0(ti − si)ai = 0 i
∑n
i=0(ti − si) =
∑n
i=0 ti −∑n
i=0 si = 1 − 1 = 0. Iz ovog i propozicije 1.1.5 slijedi da je ti − si = 0, tj. ti = si za sve
i ∈ {0, . . . , n}.
Teorem 1.3.7. Neka su a0, . . . , an geometrijski nezavisne tocˇke u RN . Neka je σ =
Conv{a0, . . . , an}. Neka je T ∈ σ. Tada vrijedi
T < {a0, . . . , an} ⇔ ∃ x, y ∈ σ, x , y takvi da je T ∈ 〈xy〉.
Dokaz. Pretpostavimo da T < {a0, . . . , an}. Imamo da je
T =
n∑
i=0
tiai za neke t0, . . . , tn ≥ 0,
n∑
i=0
ti = 1.
Sigurno postoji i ∈ {0, . . . , n} takav da je ti > 0. Kada bi vrijedilo t j = 0 ∀ j ∈ {0, . . . , n}, j ,
i, onda bi bilo ti = 1 i T = ai sˇto je nemoguc´e. Stoga postoji j ∈ {0, . . . , n}, j , i takav da
je t j > 0. Bez smanjenja opc´enitosti mozˇemo pretpostaviti j < i. Odaberimo  > 0 takav
da je  < min{ti, t j}. Tada je ti −  > 0 i t j −  > 0. Neka je
x = t0a0 + · · · + (t j + )a j + · · · + (ti − )ai + · · · + tnan,
y = t0a0 + · · · + (t j − )a j + · · · + (ti + )ai + · · · + tnan.
Prema teoremu 1.2.6 x, y ∈ σ. Nadalje, iz gornje napomene slijedi da je x , y. Ocˇito je
T =
1
2
x +
1
2
y,
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pa imamo da je
T ∈ 〈xy〉.
Obratno, pretpostavimo da ∃x, y ∈ σ takvi da je x , y i T ∈ 〈xy〉. Imamo
x =
n∑
i=0
tiai, y =
n∑
i=0
siai
gdje su t0, . . . , tn, s0, . . . , sn nenegativni realni brojevi takvi da je
∑n
i=0 ti = 1 i
∑n
i=0 si = 1.
Buduc´i da je T ∈ 〈xy〉 postoji λ ∈ 〈0, 1〉 takva da je
T = λx + (1 − λ)y.
Stoga je
T = λ
 n∑
i=0
tiai
 + (1 − λ)  n∑
i=0
siai
 = n∑
i=0
(λti + (1 − λ)si)ai.
Uocˇimo da je
n∑
i=0
(λti + (1 − λ)si) = λ
n∑
i=0
ti + (1 − λ)
n∑
i=0
si = λ + 1 − λ = 1.
Pretpostavimo da je T = a j, za neki j ∈ {0, . . . , n}. Tada je T = ∑ni=0 viai pri cˇemu je vi = 0
za i , j i v j = 1. Iz napomene 1.3.6 slijedi λti + (1 − λ)si = vi za sve i = 0, . . . , n. Stoga
∀i , j vrijedi λti + (1 − λ)si = 0 iz cˇega slijedi ti = si = 0. Stoga je t j = s j = 1 pa je
x = a j, y = a j. Ovo je u kontradikciji s x , y. Dakle, T , a j za sve j ∈ {0, . . . , n}. Prema
tome, T < {a0, . . . , an}. 
Korolar 1.3.8. Neka su m, n ∈ N0, neka su a0, . . . , an geometrijski nezavisne tocˇke te neka
su b0, . . . , bm geometrijski nezavisne tocˇke u RN . Neka je σ = Conv{a0, . . . , an} te τ =
Conv{b0, . . . , bm}. Pretpostavimo da je σ = τ. Tada je
{a0, . . . , an} = {b0, . . . , bm}. (1.7)
Posebno, n = m.
Dokaz. Neka je T ∈ {a0, . . . , an}. Pretpostavimo da T < {b0, . . . , bm}. Iz T ∈ σ slijedi T ∈ τ.
Iz teorema 1.3.7 slijedi da postoje x, y ∈ τ, x , y takvi da je T ∈ 〈xy〉. Sada teorem 1.3.7
i cˇinjenica da su x, y ∈ σ (jer τ = σ) povlacˇe T < {a0, . . . , an}. No, to je u kontradikciji s
pretpostavkom pa prema tome T ∈ {b0, . . . , bm}. Time smo dokazali da je
{a0, . . . , an} ⊆ {b0, . . . , bm}.
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Analogno dobivamo da je
{b0, . . . , bm} ⊆ {a0, . . . , an}
pa je jednakost (1.7) dokazana.
Neka su i, j ∈ {0, . . . , n}, i , j. Tada je ai , a j jer bi u suprotnom vrijedilo ai − a0 = a j − a0
sˇto je u kontradikciji s cˇinjenicom da su vektori a1−a0, . . . , an−a0 linearno nezavisni. Isto
tako je bi , b j. Iz ovog zakljucˇujemo da je
card{a0, . . . , an} = n + 1
i
card{b0, . . . , bm} = m + 1
pa iz (1.7) slijedi da je n + 1 = m + 1, tj.
n = m.

Dakle, prema prethodnom korolaru za svaki simpleks σ postoji jedinstveni, do na po-
redak geometrijski nezavisni niz tocˇaka a0, . . . , an takav da je σ = Conv{a0, . . . , an}. Za
tocˇke a0, . . . , an kazˇemo da su vrhovi simpleksa σ. Za broj n kazˇemo da je dimenzija od σ
i oznacˇavamo ga sa dimσ. Uocˇimo da je broj svih vrhova simpleksa σ jednak dimσ + 1.
Definicija 1.3.9. Neka su σ i τ simpleksi u RN . Kazˇemo da je τ stranica od σ ako je svaki
vrh od τ ujedno i vrh od σ.
Uocˇimo sljedec´e, ako je τ stranica od σ onda je τ ⊆ σ. Naime, ako su v0, . . . , vm vrhovi
od τ, onda je
{v0, . . . , vm} ⊆ σ
pa je Conv{v0, . . . , vm} ⊆ σ tj.
τ ⊆ σ.
Nadalje, ako je σ simpleks te ako su v0, . . . , vm neki vrhovi od σ (medusobno razlicˇiti),
onda je Conv{v0, . . . , vm} stranica od σ. Pri tome treba uocˇiti da je v0, . . . , vm zaista geome-
trijski nezavisni niz tocˇaka. Naime, ako je i0, . . . , in bilo koja permutacija skupa {0, . . . , n}
onda je ai0 , . . . , ain geometrijski nezavisni niz tocˇaka sˇto slijedi iz propozicije 1.1.5. Sada
mozˇemo odabrati permutaciju i0, . . . , in od {0, . . . , n} takvu da je
v0 = ai0 , v1 = ai1 , . . . , vm = aim .
Iz definicije geometrijske nezavisnosti tocˇaka je jasno da geometrijska nezavisnost konacˇnog
niza ai0 , . . . , ain povlacˇi geometrijsku nezavisnost konacˇnog niza ai0 , . . . , aim . Prema tome
v0, . . . , vm je geometrijski nezavisni niz tocˇaka.
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Uocˇimo sljedec´e: ako je τ stranica simpleksa σ, onda je
dim τ ≤ dimσ
te je
dim τ = dimσ⇔ τ = σ.
Primjetimo i ovo: ako je σ n-simpleks u RN , onda je n ≤ N tj.
dimσ ≤ N.
S druge strane, za svaki N ∈ N postoji simpleks σ u RN takav da je dimσ = N. Naime,
mozˇemo uzeti a0 = (0, . . . , 0), a1 = (1, 0, . . . , 0), a2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , aN = (0, . . . , 0, 1),
tada je a0, . . . , aN geometrijski nezavisni niz tocˇaka pa ako uzmemo simpleks σ kojeg ove
tocˇke razapinju, tj.
σ = Conv{a0, . . . , aN},
onda je
dimσ = N.
Definicija 1.3.10. Neka je σ simpleks u RN te neka je τ stranica od σ takva da je τ , σ.
Tada za τ kazˇemo da je prava stranica od σ.
Primjer 1.3.11. Neka su a0, a1, a2 geometrijski nezavisne tocˇke uRN .Neka jeσ = Conv{a0,
a1, a2}. Tada je σ 2-simpleks u RN , a sljedec´i simpleksi su sve njegove stranice:
σ, a0a1, a1a2, a0a2, {a0}, {a1}, {a2}.
Prave stranice od σ su svi gore navedeni simpleksi osim σ.
Definicija 1.3.12. Neka je σ simpleks u RN . Definiramo skup Bdσ kao uniju svih pravih
stranica od σ. Za Bdσ kazˇemo da je rub simpleksa σ.
Neka je Intσ = σ\Bdσ. Za Intσ kazˇemo da je interior simpleksa σ.
Primjer 1.3.13. 1. Neka je σ simpleks u RN s vrhovima a0, a1, a2. Tada je
Bdσ = a0a1 ∪ a1a2 ∪ a0a2.
2. Neka je σ simpleks u RN s vrhovima a0, a1. Tada je Bdσ = {a0, a1}, a Intσ = 〈a0a1〉.
3. Neka je σ 0-simpleks u RN . Tada je Bdσ = ∅, a Intσ = σ.
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Napomena 1.3.14. Neka je σ simpleks u RN s vrhovima a0, . . . , an (tj. a0, . . . , an je geome-
trijski nezavisni niz tocˇaka takav da je σ = Conv{a0, . . . , an}). Tada prema teoremu 1.2.6 i
napomeni 1.3.6 za svaki x ∈ σ postoje jedinstveni realni brojevi t0, . . . , tn ≥ 0 takvi da je
x =
n∑
i=0
tiai,
n∑
i=0
ti = 1.
Definicija 1.3.15. Neka je σ simpleks u RN , v vrh od σ, te x ∈ σ. Tada postoji geometrijski
nezavisni niz tocˇaka a0, . . . , an u RN takav da je σ = Conv{a0, . . . , an}. Imamo v = a j za
neki j ∈ {0, . . . , n}. Neka su t0, . . . , tn jedinstveni nenegativni realni brojevi takvi da je
x =
n∑
i=0
tiai,
n∑
i=0
ti = 1.
Za broj t j kazˇemo da je baricentricˇka koordinata tocˇke x u simpleksu σ s obzirom na vrh
v.
Jasno je da definicija baricentricˇke koordinate tocˇke x u simpleksu σ s obzirom na vrh
v ne ovisi o izboru geometrijski nezavisnog niza a0, . . . , an tj. o poretku vrhova simpleksa
σ. Ako je σ simpleks u RN , v njegov vrh te x ∈ σ, onda sa tv(x) oznacˇavamo baricentricˇku
koordinatu od x u σ s obzirom na vrh v. Neka je σ simpleks u RN s vrhovima v0, . . . , vn.
Neka je x ∈ σ. Tada vrijedi
x ∈ Bdσ⇔ ∃i ∈ {0, . . . , n} takav da je tvi(x) = 0. (1.8)
Naime, ako je x ∈ Bdσ onda se nalazi u nekoj pravoj stranici τ od σ, sˇto znacˇi da se x
mozˇe zapsati kao linearna kombinacija nekih (ne svih) vrhova od σ s nenegativnim ko-
eficijentima cˇija je suma jednaka 1. Kada tu linearnu kombinaciju prosˇirimo do linearne
kombinacije svih vrhova od σ stavljajuc´i pri tome 0 uz one vrhove koji nisu iz τ, vidimo
da postoji i ∈ {0, . . . , n} takav da je tvi(x) = 0. Obratno, ako postoji i ∈ {0, . . . , n} takav da
je tvi(x) = 0, onda
x =
n∑
j=0
tv j(x)v j i
n∑
j=0
tv j(x) = 1
povlacˇi
x =
n∑
j=0
j,i
tv j(x)v j i
n∑
j=0
j,i
tv j(x) = 1
pa slijedi da se x nalazi u pravoj stranici od σ s vrhovima v0, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn. Prema
tome
x ∈ Bdσ.
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Iz (1.8) slijedi da je
x ∈ Intσ⇔ ∀i ∈ {0, . . . , n} vrijedi tvi(x) > 0.
Drugim rijecˇima, interior smpleksa σ sastoji se od onih tocˇaka simpleksa σ cˇije su sve
baricentricˇke koordinate pozitivne.
Propozicija 1.3.16. Neka je σ simpleks u RN te neka je x ∈ σ. Tada postoji jedinstvena
stranica τ od σ takva da je x ∈ Int τ.
Dokaz. Neka su v0, . . . , vn vrhovi od σ. Vrijedi
x =
n∑
i=0
tvi(x)vi.
Neka su i0 < · · · < ik elementi iz {0, . . . , n} takvi da su vi0 , . . . , vik svi vrhovi od σ s obzirom
na koje je baricentricˇka koordinata od x pozitivna. Tada je
x =
k∑
l=0
tvil (x)vil ,
k∑
l=0
tvil (x) = 1 i tvil (x) > 0 za sve l ∈ {0, . . . , k}.
Iz ovoga zakljucˇujemo da je
x ∈ Int τ,
gdje je τ simpleks razapet tocˇkama vi0 , . . . , vik . Ocˇito je τ stranica od σ. Pretpostavimo sada
da je τ′ stranica od σ takva da je
x ∈ Int τ′.
Neka su j0 < · · · < jm elementi od {0, . . . ,m} takvi da su v j0 , . . . , v jm vrhovi od τ′. Buduc´i
da je x ∈ Int τ′, vrijedi
x =
n∑
i=0
sivi,
pri cˇemu su s0, . . . , sn nenegativni realni brojevi cˇija je suma jednaka 1 te takvi da je si = 0
za svaki i ∈ {0, . . . , n} takav da i < { j0, . . . , jm}. Vrijedi
si = tvi(x) za svaki i ∈ {0, . . . , n}.
Stoga za i ∈ {0, . . . , n} imamo
i ∈ { j0, . . . , jm} ⇔ si > 0⇔ tvi(x) > 0⇔ i ∈ {i0, . . . , ik}.
Prema tome
{ j0, . . . , jm} = {i0, . . . , ik}
pa je
τ′ = τ.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. 
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1.4 Simplicijalni kompleksi
Definicija 1.4.1. Neka je N ∈ N te neka je K konacˇna neprazna familija simpleksa u RN
takva da vrijedi sljedec´e:
1. ako je σ ∈ K te ako je τ stranica od σ onda je τ ∈ K.
2. ako su σ, τ ∈ K takvi da je σ ∩ τ , ∅, onda je σ ∩ τ stranica i od σ i od τ.
Tada za K kazˇemo da je simplicijalni kompleks u RN .
Propozicija 1.4.2. Neka je N ∈ N te neka je K neprazna konacˇna familija simpleksa u RN .
Tada je K simplicijalni kompleks u RN ako i samo ako vrijedi:
1. ako je σ ∈ K te ako je τ stranica od σ onda je τ ∈ K.
2’. ako su σ, τ ∈ K takvi da je σ , τ, onda je Intσ ∩ Int τ = ∅.
Dokaz. Pretpostavimo da je K simplicijalni kompleks. Po definiciji 1.4.1 vrijedi 1.Dokazˇimo
da vrijedi 2′. Neka su σ, τ ∈ K takvi da je σ , τ. Pretpostavimo da je Intσ ∩ Int τ , ∅.
Odaberimo
x ∈ Intσ ∩ Int τ.
Tada je x ∈ Intσ i x ∈ Int τ pa je x ∈ σ i x ∈ τ. Posebno σ ∩ τ , ∅ pa je σ ∩ τ stranica i od
σ i od τ. Oznacˇimo
s = σ ∩ τ.
Dakle x ∈ s i s je simpleks. Prema prepoziciji 1.3.16 postoji jedinstvena stranica t od
s takva da je x ∈ Int t. Buduc´i da je s stranica od σ, imamo da je t stranica od σ pa iz
x ∈ Int t, x ∈ Intσ i propozicije 1.3.16 imamo da je
σ = t.
Analogno dobivamo da je
t = τ
pa je onda
σ = τ
sˇto je u kontradikciji s pretpostavkom σ , τ. Dakle,
Intσ ∩ Int τ = ∅.
Obratno, pretpostavimo da vrijede 1. i 2′. Dokazˇimo da je K simplicijalni kompleks. U tu
svrhu dovoljno je dokazati svojstvo 2. iz definicije 1.4.1. Neka su σ, τ ∈ K takvi da je
σ ∩ τ , ∅.
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Neka su a0, . . . , ak svi zajednicˇki vrhovi od σ i od τ te neka je ρ simpleks razapet tim
vrhovima (ako takvih zajednicˇkih vrhova nema, neka je ρ = ∅). Tvrdimo da je
ρ = σ ∩ τ.
Iz definicije od ρ je jasno da je ρ ⊆ σ i ρ ⊆ τ, to jest
ρ ⊆ σ ∩ τ.
Obratno, neka je
x ∈ σ ∩ τ.
Tada je x ∈ σ i x ∈ τ. Tada postoje stranice s od σ i t od τ takve da je x ∈ Int s i x ∈ Int t.
Stoga je
Int s ∩ Int t , ∅.
S druge strane, iz 1. slijedi da su s, t ∈ K. Sada iz 2′. slijedi da je
s = t.
Dakle, s je stranica i od σ i od τ sˇto povlacˇi da je svaki vrh od s jedna od tocˇaka a0, . . . , ak.
Znacˇi da je s stranica od ρ pa je s ⊆ ρ iz cˇega slijedi x ∈ ρ (jer je x ∈ Int s ⊆ s). Time smo
dokazali da je
σ ∩ τ ⊆ ρ.
Dakle,
ρ = σ ∩ τ.
Prema tome, σ ∩ τ je stranica i od σ i od τ. Zakljucˇujemo da je K simplicijalni kompleks.

Primjer 1.4.3. Neka je N ∈ N te neka je σ simpleks u RN . Neka je
K = {τ | τ stranica od σ}.
Tada je K simplicijalni kompleks u RN .
Naime, ako je τ ∈ K i ako je ρ stranica od τ, onda je ρ stranica od σ jer je po definiciji
od K τ stranica od σ, dakle, ρ ∈ K. Nadalje, ako su τ1, τ2 ∈ K takvi da je τ1 , τ2 onda je
Int τ1∩ Int τ2 = ∅ jer bi u suprotnom postojala tocˇka x ∈ σ takva da je x ∈ Int τ1 i x ∈ Int τ2
sˇto bi bilo u kontradikciji s propozicijom 1.3.16 (τ1 i τ2 su stranice od σ). Iz propozicije
1.4.2 slijedi da je K simplicijalni kompleks u RN .
Definicija 1.4.4. Neka je K simplicijalni kompleks u RN te neka je L neprazna podfamilija
od K takva da za svaki σ ∈ L i svaku stranicu τ od σ vrijedi τ ∈ L. Tada za L kazˇemo da
je potkompleks od K.
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Uocˇimo ako je L potkompleks od K, onda je L i sam simplicijalan kompleks. Naime,
ako su σ, τ ∈ L takvi da je σ∩ τ , ∅, onda je σ∩ τ stranica i od σ i od τ jer su σ i τ ujedno
elementi od K koji je simplicijalni kompleks.
Primjer 1.4.5. Neka je σ simpleks u RN takav da je dimσ ≥ 1. Neka je
K = {τ | τ stranica od σ}
i
L = {τ | τ prava stranica od σ}.
Tada je L potkompleks simplicijalnog kompleksa K.
Definicija 1.4.6. Neka je K simplicijalni kompleks u RN . Definiramo
|K| =
⋃
σ∈K
σ.
Za |K| kazˇemo da je politop simplicijalnog kompleksa K.
Za podskup S od RN kazˇemo da je poliedar u RN ako postoji simplicijalni kompleks K u
RN takav da je S = |K| to jest takav da je S politop simplicijalnog kompleksa K.
Primjer 1.4.7. Neka je σ simpleks u RN . Neka je
K = {τ | τ stranica od σ}.
Tada je
|K| = σ.
Iz ovog zakljucˇujemo da je svaki simpleks poliedar.
Propozicija 1.4.8. Neka je K simplicijalni kompleks u RN . Tada za svaki x ∈ |K| postoji
jedinstveni s ∈ K takav da je x ∈ Int s.
Dokaz. Buduc´i da je x ∈ |K| postoji σ ∈ K takav da je x ∈ σ. Tada postoji stranica s
od σ takva da je x ∈ Int s, a iz definicije simplicijalnog kompleksa slijedi da je s ∈ K.
Pretpostavimo da je t ∈ K takav da je x ∈ Int t. Tada je Int s∩ Int t , ∅ pa iz 1.4.2 slijedi da
je s = t. 
Uocˇimo sljedec´e: ako su K i L simplicijalni kompleksi u RN takvi da je K∩L , ∅, onda
je K∩L simplicijalni kompleks. Sˇtovisˇe, ako je (Kα)α∈A indeksirana familija simplicijalnih
kompleksa u RN takva da je ⋂
α∈A
Kα , ∅,
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onda je ⋂
α∈A
Kα
simplicijalni kompleks u RN .
Primjer 1.4.9. Neka je σ simpleks u R2 razapet tocˇkama (0, 0) i (2, 0) te neka je τ simpleks
u R2 razapet tocˇkama (1, 0) i (1, 1). Imamo
σ = {(1 − λ)(0, 0) + λ(2, 0) | λ ∈ [0, 1]}
= {(2λ, 0) | λ ∈ [0, 1]}
= {(x, 0) | x ∈ [0, 2]}
i
τ = {(1 − λ)(1, 0) + λ(1, 1) | λ ∈ [0, 1]}
= {(1 − λ, 0) + (λ, λ) | λ ∈ [0, 1]}
= {(1, λ) | λ ∈ [0, 1]}
= {(1, y) | y ∈ [0, 1]}.
Iz ovoga je jasno da je
σ ∩ τ = {(1, 0)}.
Prema tome, σ ∩ τ nije stranica od σ.
Neka je K skup svih stranica od σ te neka je L skup svih stranica od τ. Znamo da
su K i L simplicijalni kompleksi. No, K ∪ L nije simplicijalni kompleks. Naime, vrijedi
σ, τ ∈ K ∪ L, no σ ∩ τ nije stranica od σ.
Neka je K′ skup svih pravih stranica od σ. Tada je K′ simplicijalni kompleks (prema
primjeru 1.4.5). No, K \ K′ nije simplicijalni kompleks. Naime, σ ∈ K \ K′ i {(0, 0)} je
stranica od σ, ali {(0, 0)} < K \ K′.
Teorem 1.4.10. Neka su n,N ∈ N te neka su K1, . . . ,Kn simplicijalni kompleksi u RN takvi
da vrijedi sljedec´e:
ako su i, j ∈ {1, . . . , n} takvi da je
|Ki| ∩ |K j| , ∅,
onda postoji L takav da je L podkompleks i od Ki i od K j te takav da je
|Ki| ∩ |K j| = |L|.
Tada je K1 ∪ K2 ∪ · · · ∪ Kn simplicijalni kompleks.
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Dokaz. Neka je
σ ∈ K1 ∪ K2 ∪ · · · ∪ Kn
te neka je τ stranica od σ. Tada je σ ∈ Ki za neki i ∈ {1, . . . , n} pa, buduc´i da je Ki
simplicijalni kompleks, imamo τ ∈ Ki. Dakle,
τ ∈ K1 ∪ K2 ∪ · · · ∪ Kn.
Neka su σ, τ ∈ K1 ∪ K2 ∪ · · · ∪ Kn takvi da je
σ , τ.
Dokazˇimo da je
Intσ ∩ Int τ = ∅.
Ako to dokazˇemo, onda c´e iz propozicije 1.4.2 slijediti da je K1∪K2∪· · ·∪Kn simplicijalni
kompleks. Pretpostavimo suprotno,
Intσ ∩ Int τ , ∅.
Odaberimo
x ∈ Intσ ∩ Int τ.
Tada je x ∈ Intσ i x ∈ Int τ. Posebno, x ∈ σ i x ∈ τ. Buduc´i da su σ, τ ∈ K1 ∪K2 ∪ · · · ∪Kn,
postoje i, j ∈ {1, . . . , n} takvi da je σ ∈ Ki i τ ∈ K j. Slijedi da je x ∈ |Ki| i x ∈ |K j|, tj.
x ∈ |Ki| ∩ |K j|.
Prema pretpostavci propozicije vrijedi |Ki| ∩ |K j| = |L|, gdje je L podkompleks i od Ki i od
K j. Sada imamo
x ∈ |L|
pa prema propoziciji 1.4.8 postoji s ∈ L takav da je x ∈ Int s. Imamo σ, s ∈ Ki (jer je
L ⊆ Ki) te x ∈ Intσ i x ∈ Int s. Iz propozicije 1.4.8 zakljucˇujemo σ = s. Isto tako,
τ, s ∈ K j, te x ∈ Int τ i x ∈ Int s pa je τ = s. Stoga je
σ = τ.
Kontradikcija. Prema tome,
Intσ ∩ Int τ = ∅.
Time je tvrdnja teorema dokazana. 
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Primjer 1.4.11. Neka su a = (0, 0), b = (1, 0), c = (1, 1), d = (0, 1). Neka je σ simpleks
razapet tocˇkama a, b, c te neka je τ simpleks razapet tocˇkama a, c, d. Vrijedi
σ = {αa + βb + γc | α, β, γ ≥ 0, α + β + γ = 1}
= {(β + γ, γ) | β, γ ≥ 0, β + γ ≤ 1}
dakle,
σ = {(x, y) | x ≥ y, x, y ∈ [0, 1]}.
Analogno dobivamo
τ = {(x, y) | x ≤ y, x, y ∈ [0, 1]}.
Stoga je
σ ∩ τ = {(x, x) | x ∈ [0, 1]}.
No,
ac = {(1 − µ)a + µc | µ ∈ [0, 1]}
= {(µ, µ) | µ ∈ [0, 1]}
pa je
σ ∩ τ = ac.
Neka je K1 skup svih stranica od σ te neka je K2 skup svih stranica od τ. Neka je L skup
svih stranica od ac. Buduc´i da je ac stranica od σ, imamo da je L ⊆ K1. Isto tako, L ⊆ K2.
Stoga je L podkompleks i od K1 i od K2. Imamo
|K1| ∩ |K2| = ac = |L|
pa iz teorema 1.4.10 slijedi da je K1 ∪ K2 simplicijalni kompleks.
Uocˇimo da je
|K1 ∪ K2| = |K1| ∪ |K2|
= σ ∪ τ
= {(x, y) | x ≥ y, x, y ∈ [0, 1]} ∪ {(x, y) | x ≤ y, x, y ∈ [0, 1]}.
Prema tome,
|K1 ∪ K2| = {(x, y) | x, y ∈ [0, 1] × [0, 1]}.
Posebno, [0, 1] × [0, 1] je poliedar.
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Napomena 1.4.12. Opc´enito ako su σ i τ simpleksi u RN , takvi da je σ∩ τ stranica i od σ
i od τ, onda je σ ∪ τ poliedar. Naime, neka su
K1 = {s | s stranica od σ}
i
K2 = {t | t stranica od τ}
te neka je
L = {ρ | ρ stranica od σ ∩ τ}.
Tada je L podkompleks i od K1 i od K2, a vrijedi
|K1| ∩ |K2| = σ ∩ τ = |L|
pa je prema teoremu 1.4.10 K1 ∪ K2 simplicijalni kompleks. Vrijedi
|K1 ∪ K2| = |K1| ∪ |K2| = σ ∪ τ.
Poglavlje 2
Metricˇka svojstva poliedara
2.1 Metricˇki prostori
Definicija 2.1.1. Neka je X neprazan skup te neka je d : X × X → R funkcija takva da za
sve x, y, z ∈ X vrijede sljedec´a svojstva:
1. d(x, y) ≥ 0 i d(x, y) = 0⇔ x = y
2. d(x, y) = d(y, x)
3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).
Tada za d kazˇemo da je metrika na skupu X a za uredeni par (X, d) kazˇemo da je metricˇki prostor.
Primjer 2.1.2. Podsjetimo se da je norma na (realnom) vektorskom prostoru (V,+, ·) funk-
cija ‖·‖ : V → R, x 7→ ‖x‖ , takva da za sve x, y ∈ V i λ ∈ R vrijedi:
1. ‖x‖ ≥ 0 i ‖x‖ = 0⇔ x = 0
2. ‖λx‖ = |λ| ‖x‖
3. ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ .
Pretpostavimo da je (V,+, ·) vektorski prostor te da je ‖·‖ norma na (V,+, ·). Definirajmo
d : V × V → R sa
d(x, y) = ‖x − y‖ .
Dokazˇimo da je d metrika na V. Ocˇito je da d zadovoljava svojstva 1. i 2. iz definicije
metricˇkog prostora. Neka su x, y, z ∈ V. Tada je
‖x − y‖ = ‖x − z + z − y‖ ≤ ‖x − z‖ + ‖z − y‖
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dakle,
d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).
Prema tome, d je metrika na V. Za d kazˇemo da je metrika inducirana normom ‖·‖ .
Primjer 2.1.3. Neka je n ∈ N te neka je d : Rn × Rn → R funkcija definirana sa
d((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) =
√
(x1 − y1)2 + · · · + (xn − yn)2.
Za d kazˇemo da je euklidska metrika na Rn. Dokazˇimo da je d zaista metrika na Rn. Neka
je ‖·‖ : Rn → R funkcija definirana s
‖(x1, . . . , xn)‖ =
√
x21 + · · · + x2n. (2.1)
Uocˇimo da ako su x, y ∈ Rn, x = (x1, . . . , xn) i y = (y1, . . . , yn) onda je
d(x, y) =
√
(x1 − y1)2 + · · · + (xn − yn)2
= ‖(x1 − y1, . . . , xn − yn)‖
= ‖x − y‖ ,
dakle,
d(x, y) = ‖x − y‖ . (2.2)
Stoga je dovoljno pokazati da je funkcija ‖·‖ norma na Rn. Naime, tada c´e iz (2.2) slijediti
da je d metrika inducirana normom ‖·‖ (sˇto c´e posebno znacˇiti da je d zaista metrika).
Opc´enito, ako je (V,+, ·) vektorski prostor onda za funkciju (· | ·) : V × V → R, (x, y) 7→
(x | y) kazˇemo da je skalarni produkt na (V,+, ·) ako za sve x, y, z ∈ V i za svaki λ ∈ R
vrijedi:
1. (x | x) ≥ 0, (x | x) = 0⇔ x = 0
2. (x + z | y) = (x | y) + (z | y)
3. (λx|y) = λ(x | y)
4. (x | y) = (y | x)
Pretpostavimo da je (· | ·) skalarni produkt na vektorskom prostoru (V,+, ·). Neka su x, y ∈
V. Definiramo funkciju f : R→ R sa
f (t) = (x + ty | x + ty).
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Iz 1. slijedi da je f (t) ≥ 0 za sve t ∈ R. S druge strane, koristec´i svojstva 2., 3., 4. lako
zakljucˇujemo da je
f (t) = (y | y)t2 + 2(x | y)t + (x | x),∀t ∈ R.
Dakle, f je kvadratna funkcija s vrijednostima koje su nenegativne pa slijedi da je diskri-
minanta te funkcije manja ili jednaka 0. Prema tome,
4(x | y)2 − 4(y | y)(x | x) ≤ 0,
to jest
(x | y)2 ≤ (x | x)(y | y). (2.3)
Definirajmo funkciju n : V → R sa
n(x) =
√
(x | x).
Tvrdimo da je n norma na (V,+, ·). Prvo svojstvo iz definicije norme je ocˇito. Nadalje, ako
su x ∈ V i λ ∈ R onda je
n(λx) =
√
(λx | λx) =
√
λ2(x | x) = |λ|√(x | x) = |λ|n(x).
Neka su x, y ∈ V. Vrijedi
n(x + y) ≤ n(x) + n(y)
⇔ (n(x + y))2 ≤ n(x)2 + 2n(x)n(y) + n(y)2
⇔ (x + y | x + y) ≤ (x | x) + 2n(x)n(y) + (y | y)
⇔ (x | x) + 2(x | y) + (y | y) ≤ (x | x) + 2n(x)n(y) + (y | y)
⇔ (x | y) ≤ n(x)n(y).
No, iz (2.3) slijedi
|(x | y)| ≤ n(x)n(y).
Prema tome vrijedi
n(x + y) ≤ n(x) + n(y).
Dakle, n je norma na (V,+, ·). Za n kazˇemo da je norma inducirana skalarnim produktom (· |
·). Neka je (· | ·) : Rn × Rn → R funkcija definirana s
((x1, . . . , xn)|(y1, . . . , yn)) = x1y1 + · · · + xnyn.
Lako se provjeri da je (· | ·) skalarni produkt na Rn. Neka je n norma inducirana tim skalar-
nim produktom. Tada za x ∈ Rn, x = (x1, . . . , xn) vrijedi n(x) =
√
(x | x) =
√
x21 + · · · + x2n.
Prema tome n = ‖·‖ , pri cˇemu je ‖·‖ funkcija definirana sa (2.1). To znacˇi da je ‖·‖
zaista norma na Rn i time smo dokazali da je d metrika na Rn. Za ‖·‖ kazˇemo da je
euklidska norma na Rn.
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Definicija 2.1.4. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka su x0 i r ∈ R, r > 0. Definiramo
skupove
K(x0, r) = {x ∈ X | d(x, x0) < r}
i
K(x0, r) = {x ∈ X | d(x, x0) ≤ r}.
Za K(x0, r) kazˇemo da je (otvorena) kugla oko x0 radijusa r u metricˇkom prostoru (X, d),
a za K(x0, r) kazˇemo da je zatvorena kugla oko x0 radijusa r u metricˇkom prostoru (X, d).
Ako zˇelimo istaknuti o kojoj se metrici radi pisˇemo K(x0, r; d) i K(x0, r; d).
Propozicija 2.1.5. Neka je n ∈ N te neka je ‖·‖ norma na Rn. Neka je d metrika induci-
rana normom ‖·‖ . Tada su sve otvorene i sve zatvorene kugle u metricˇkom prostoru (Rn, d)
konveksni skupovi.
Dokaz. Neka su x0 ∈ Rn i r > 0. Pokazˇimo da je K(x0, r) konveksan skup. Neka je c ∈ ab.
Tada je c = (1 − λ)a + λb za neki λ ∈ [0, 1]. Imamo
d(c, x0) = ‖c − x0‖
= ‖(1 − λ)a + λb − ((1 − λ)x0 + λx0)‖
= ‖(1 − λ)(a − x0) + λ(b − x0)‖
≤ ‖(1 − λ)(a − x0)‖ + ‖λ(b − x0)‖
= (1 − λ) ‖(a − x0)‖ + λ ‖(b − x0)‖
= (1 − λ)d(a, x0) + λd(b, x0)
< (1 − λ)r + λr
= r
(2.4)
jer je d(a, x0) < r i d(b, x0) < r. Dakle,
d(c, x0) < r
pa je c ∈ K(x0, r). Time smo dokazali da je ab ⊆ K(x0, r) pa zakljucˇujemo da je kugla
K(x0, r) konveksan skup. Analogno dobivamo da je K(x0, r) konveksan skup. 
Primjer 2.1.6. Neka je X neprazan skup te neka je d : X × X → R funkcija definirana s
d(x, y) =
{
1, x , y
0, x = y.
Dokazˇimo za je d metrika na X. Svojstva 1. i 2. iz definicije metrike su ocˇita. Neka su
x, y, z ∈ X. Zˇelimo dokazati
d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y). (2.5)
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Ako je d(x, z) = 0 ili d(z, y) = 0, onda (2.5) ocˇito vrijedi. Inacˇe imamo d(x, z) = 1 i
d(z, y) = 1 pa je jasno da (2.5) vrijedi. Dakle, d je metrika na X. Za d kazˇemo da je
diskretna metrika na X. Uocˇimo da za sve x0 ∈ X i r > 0 vrijedi:
K(x0, r) =
{ {x0}, r ≤ 1
X, r > 1
i
K(x0, r) =
{ {x0}, r < 1
X, r ≥ 1.
Primjer 2.1.7. Neka je n ∈ N te neka su a, b ∈ Rn, a , b. Definirajmo funkciju
d : Rn × Rn → R s
d(x, y) =

1
2 , (x, y) = (a, b) ili (x, y) = (b, a)
0, x = y
1, inacˇe.
Na isti nacˇin kao u prethodnom primjeru zakljucˇujemo da je d metrika na Rn. Tada je
K(a, 23 ) = {a, b} i K(a, 23 ) = {a, b} pa zakljucˇujemo da K(a, 23 ) i K(a, 23 ) nisu konveksni
skupovi.
Definicija 2.1.8. Neka je (X, d) metricˇki prostor, x ∈ X, te S ⊆ X, S , ∅. Tada je {d(x, s)|s ∈
S } neprazan, odozdo omeden podskup od R, stoga ima infimum. Definiramo
d(x, S ) = inf{d(x, s)|s ∈ S }.
Za d(x, S ) kazˇemo da je udaljenost tocˇke x do skupa S u metricˇkom prostoru (X, d).
Uocˇimo, ako je (X, d) metricˇki prostor, S ⊆ X, x ∈ S onda je d(x, S ) = 0.
Primjer 2.1.9. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je S = 〈0,∞〉 i x = 0. Imamo:
d(x, S ) = inf{d(x, s) | s ∈ 〈0,∞〉}
= inf{|0 − s| | s ∈ 〈0,∞〉}
= inf{s | s ∈ 〈0,∞〉}
= inf〈0,∞〉
= 0.
Dakle,
d(x, S ) = 0,
no x < S . Prema tome, udaljenost tocˇke od skupa mozˇe biti 0 iako tocˇka ne pripada skupu.
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2.2 Omedenost u metricˇkim prostorima
Definicija 2.2.1. Neka je (X, d) metricˇki prostor. Neka je S ⊆ X. Za S kazˇemo da je
omeden skup u metricˇkom prostoru (X, d) ako postoje x ∈ X i r > 0 takvi da je S ⊆ K(x, r).
Iz prethodne definicije je jasno da je svaka otvorena kugla u metricˇkom prostoru omeden
skup. Nadalje, svaka zatvorena kugla je omeden skup: ako je (X, d) metricˇki prostor,
x ∈ X, r > 0, onda je K(x, r) ⊆ K(x, r + 1).
Lema 2.2.2. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je S omeden skup u (X, d). Tada
∀x ∈ X,∃r > 0 takav da S ⊆ K(x, r).
Dokaz. Iz cˇinjenice da je S omeden slijedi da postoje x0 ∈ X i r0 > 0 takvi da je S ⊆
K(x0, r0). Uzmimo x ∈ X. Definiramo
r = d(x, x0) + r0.
Tvrdimo da je
K(x0, r0) ⊆ K(x, r). (2.6)
Neka je y ∈ K(x0, r0). Tada je d(y, x0) < r0. Imamo
d(y, x) = d(x, x0) + d(x0, y)
< d(x, x0) + r0
= r.
Dakle, d(y, x) < r pa je y ∈ K(x, r). Time smo dokazali da vrijedi (2.6). Sada iz S ⊆
K(x0, r0) i (2.6) slijedi
S ⊆ K(x, r).

Propozicija 2.2.3. Neka je (X, d) metricˇki prostor, n ∈ N i S 1, . . . , S n omedeni skupovi u
(X, d). Tada je S 1 ∪ · · · ∪ S n omeden skup u (X, d).
Dokaz. Odaberimo x ∈ X. Prema lemi 2.2.2, postoje pozitivni realni brojevi r1, . . . , rn takvi
da je S 1 ⊆ K(x, r1), . . . , S n ⊆ K(x, rn). Neka je
r = max{r1, . . . , rn}.
Tada je
K(x, r1) ⊆ K(x, r), . . . ,K(x, rn) ⊆ K(x, r)
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pa je
S 1 ⊆ K(x, r), . . . , S n ⊆ K(x, r).
Prema tome,
S 1 ∪ · · · ∪ S n ⊆ K(x, r),
sˇto znacˇi da je S 1 ∪ · · · ∪ S n omeden skup u (X, d). 
Napomena 2.2.4. Neka je (X, d) metricˇki prostor, x0 ∈ X, r > 0. Neka su x, y ∈ K(x0, r).
Tada je
d(x, y) ≤ 2r.
Naime, imamo
d(x, y) ≤ d(x0, x) + d(x0, y) ≤ r + r = 2r.
Definicija 2.2.5. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je S neprazan, omeden skup u
(X, d). Tada postoje x0 ∈ X i r > 0 takvi da je S ⊆ K(x0, r). Iz prethodne napomene tada
slijedi da je d(x, y) ≤ 2r,∀x, y ∈ S . Ovo znacˇi da je {d(x, y) | x, y ∈ S } odozgo omeden
podskup od R. Taj skup je neprazan jer je S neprazan pa ima supremum. Definiramo
diam S = sup{d(x, y) | x, y ∈ S }.
Za diam S kazˇemo da je dijametar skupa S u metricˇkom prostoru (X, d).
Iz prethodne definicije je jasno da za svaki neprazan omeden skup S u metricˇkom
prostoru (X, d) i sve x, y ∈ S vrijedi
d(x, y) ≤ diam S .
Napomena 2.2.6. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka su S i T neprazni podskupovi od
X takvi da je S ⊆ T. Pretpostavimo da je T omeden u (X, d). Tada je S omeden u (X, d) te
vrijedi
diam S ≤ diam T.
Naime, ocˇito je da je S omeden skup. Za sve x, y ∈ S vrijedi x, y ∈ T pa je d(x, y) ≤ diam T.
Ovo znacˇi da je diam T gornja meda skupa {d(x, y)|x, y ∈ S }. Stoga je supremum tog skupa
manji ili jednak od diam T, tj. diam S ≤ diam T.
Primjer 2.2.7. Neka je (X, d) metricˇki prostor, x0 ∈ X te r > 0. Skup K(x0, r) je omeden u
(X, d) te za sve x, y ∈ K(x0, r) vrijedi
d(x, y) ≤ 2r
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prema napomeni 2.2.4. Prema tome, 2r je gornja meda skupa {d(x, y)|x, y ∈ K(x0, r)} pa je
supremum tog skupa manji ili jednak 2r, tj.
diam K(x0, r) ≤ 2r.
Iz K(x0, r) ⊆ K(x0, r) slijedi da je
diam K(x0, r) ≤ 2r.
Primjer 2.2.8. Neka je X neprazan skup te neka je d diskretna metrika na X. Neka je
x0 ∈ X te neka je r = 12 . Tada je
K(x0, r) = {x ∈ X|d(x, x0) ≤ 12 } = {x0}
pa je
diam K(x0, r) = 0 < 2r.
Dakle, diam K(x0, r) , 2r. Takoder
diam K(x0, r) = 0 < 2r.
Primjer 2.2.9. Neka je n ∈ N te neka je ‖·‖ norma na Rn. Neka je d metrika inducirana
normom ‖·‖ . Neka su x0 ∈ Rn i r > 0. Tvrdimo da u metricˇkom prostoru (Rn, d) vrijedi
diam K(x0, r) = 2r.
Znamo da je diam K(x0, r) ≤ 2r. Pretpostavimo da je diam K(x0, r) < 2r. Odaberimo  > 0
takav da je
diam K(x0, r) + 2 < 2r. (2.7)
Mozˇemo pretpostaviti da je  < r (jer ako nejednakost (2.7) vrijedi za neki  posebno vrijedi
i za svaki manji  pa mozˇemo uzeti onaj koji je ujedno i manji od r). Nadalje, odaberimo
v ∈ Rn, v , 0 te neka je e = 1‖v‖v. Tada je ‖e‖ = 1. Neka je
x = x0 + (r − )e
i
y = x0 − (r − )e.
Imamo
d(x, x0) = ‖x − x0‖ = ‖(r − )e‖ = |r −  | ‖e‖ = r −  < r.
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Dakle, x ∈ K(x0, r). Analogno dobijemo d(y, x0) = r −  < r pa je y ∈ K(x0, r). Nadalje,
d(x, y) = ‖x − y‖
= ‖x0 + (r − )e − x0 + (r − )e‖
= ‖2(r − )e‖
= |2(r − )| ‖e‖
= 2r − 2
> diam K(x0, r)
zbog (2.7). Dakle, d(x, y) > diam K(x0, r).No, iz x, y ∈ K(x0, r) slijedi d(x, y) ≤ diam K(x0, r).
Dosˇli smo do kontradikcije pa zakljucˇujemo da je
diam K(x0, r) = 2r.
Uocˇimo da za sve x, y ∈ K(x0, r) vrijedi
d(x, y) ≤ d(x, x0) + d(x0, y) < r + r = 2r,
tj. d(x, y) < 2r. Dakle,
d(x, y) < diam K(x0, r),∀x, y ∈ K(x0, r).
Uocˇimo takoder da je
diam K(x0, r) = 2r.
Propozicija 2.2.10. Neka je N ∈ N, ‖·‖ norma na RN te d metrika inducirana normom ‖·‖ .
Neka je σ simpleks u RN s vrhovima v0, . . . , vn, n ∈ N0. Tada je σ omeden skup u metricˇkom
prostoru (RN , d) i vrijedi
diamσ = max{d(vi, v j)|i, j ∈ {0, . . . , n}}.
Dokaz. Uocˇimo prije svega da je skup {d(vi, v j)|i, j ∈ {0, . . . , n}} konacˇan podskup od R pa
ima maksimum. Oznacˇimo:
M = max{d(vi, v j)|i, j ∈ {0, . . . , n}}.
Ako je n = 0, tvrdnja propozicije je jasna. Pretpostavimo da je n ≥ 1. Tada je M > 0. Neka
je i ∈ {0, . . . , n}. Za svaki j ∈ {0, . . . , n} vrijedi d(vi, v j) ≤ M pa je v j ∈ K(vi,M). Prema
tome,
{v0, . . . , vn} ⊆ K(vi,M).
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Prema propoziciji 2.1.5 K(vi,M) je konveksan skup pa iz propozicije 1.2.4 prema (3.) sli-
jedi da je Conv{v0, . . . , vn} ⊆ K(vi,M), tj
σ ⊆ K(vi,M).
Stoga je σ omeden skup te za svaki x ∈ σ vrijedi x ∈ K(vi,M) pa je d(x, vi) ≤ M. Dakle,
za svaki i ∈ {0, . . . , n} i svaki x ∈ σ vrijedi
d(x, vi) ≤ M. (2.8)
Neka je x ∈ σ. Prema (2.8) vrijedi v0, . . . , vn ∈ K(x,M) pa je
{v0, . . . , vn} ⊆ K(x,M).
Iz propozicije 1.2.4 slijedi
σ ⊆ K(x,M).
Neka je y ∈ σ. Tada je y ∈ K(x,M) pa je d(x, y) ≤ M. Dakle, za sve x, y ∈ σ vrijedi
d(x, y) ≤ M
sˇto znacˇi da je M gornja meda skupa {d(x, y)|x, y ∈ σ}, sˇto povlacˇi da je
sup{d(x, y)|x, y ∈ σ} ≤ M.
Prema tome,
diamσ ≤ M.
S druge strane, iz definicije od M je jasno da je M = d(vi, v j) za neke i, j ∈ {0, . . . , n}. Iz
vi, v j ∈ σ slijedi d(vi, v j) ≤ diamσ pa je
M ≤ diamσ.
Dakle,
M = diamσ.

Napomena 2.2.11. Neka je N ∈ N, te n ∈ N0. Neka su v0, . . . , vn ∈ RN tocˇke (ne nuzˇno
geometrijski nezavisne). Neka je S = Conv{v0, . . . , vn}. Tada na posve isti nacˇin kao u
dokazu prethodne propozicije vidimo da je S omeden skup te da je
diam S = max{d(vi, v j) | i, j ∈ {0, . . . , n}}.
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Definicija 2.2.12. Neka je N ∈ N te neka je S ⊆ RN . Za simplicijalni kompleks K u RN
kazˇemo da je triangulacija skupa S ako je S = |K|.
Napomena 2.2.13. Neka je N ∈ N te neka je S ⊆ RN . Uocˇimo da S ima triangulaciju (tj.
postoji K takav da je K triangulacija od S ) ako i samo ako je S poliedar u RN .
Definicija 2.2.14. Neka je K simplicijalni kompleks u RN te neka je v ∈ RN . Kazˇemo da
je v vrh simplicijalnog kompleksa K ako postoji σ ∈ K takav da je v vrh od σ. Skup svih
vrhova simplicijalnog kompleksa K oznacˇavamo sa K0.
Uocˇimo sljedec´e: ako je K simplicijalan kompleks u RN te v ∈ RN , onda je
v ∈ K0 ⇔ {v} ∈ K.
Naime, ako je {v} ∈ K onda je v ∈ K0 jer je v vrh od {v}. Obratno, ako je v ∈ K0 onda je
v vrh od σ, za neki σ ∈ K. Tada je ocˇito da je {v} stranica od σ, a kako je K simplicijalni
kompleks, imamo {v} ∈ K.
Nadalje, uocˇimo da je K0 konacˇan skup, naime K je konacˇna familija simpleksa, a svaki
simpleks ima konacˇno mnogo vrhova.
Propozicija 2.2.15. Neka je d metrika inducirana nekom normom na RN . Neka je S poli-
edar u RN .
1. S je omeden skup u (RN , d).
2. Ako je K triangulacija od S , onda je
diam S = max{d(v,w)|v,w ∈ K0}. (2.9)
Dokaz. 1. Buduc´i da je S poliedar, S je unija konacˇno mnogo simpleksa. Svaki simpleks
u RN je omeden skup u (RN , d) prema propoziciji 2.2.10. Stoga je S omeden skup prema
propoziciji 2.2.3.
2. Buduc´i da je K0 konacˇan skup imamo
K0 = {v0, . . . , vk},
k ∈ N0. Neka je
T = Conv{v0, . . . , vk}.
Neka je σ ∈ K. Neka su a0, . . . , an vrhovi od σ. Ocˇito su tada a0, . . . , an ∈ K0 pa je
{a0, . . . , an} ⊆ {v0, . . . , vk}. Iz napomene 1.2.5 slijedi da je
Conv{a0, . . . , an} ⊆ Conv{v0, . . . , vk}.
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Prema tome, σ ⊆ T. Dakle, za svaki σ ∈ K vrijedi σ ⊆ T pa je⋃
σ∈K
σ ⊆ T,
tj. S ⊆ T. Iz napomene 2.2.6 slijedi
diam S ≤ diam T.
Prema napomeni 2.2.11 imamo diam T = max{d(vi, v j)|i, j ∈ {0, . . . , k}}, tj.
diam T = max{d(v,w)|v,w ∈ K0}.
Prema tome,
diam S ≤ max{d(v,w)|v,w ∈ K0}.
S druge strane, ako su v,w ∈ K0 onda su v,w ∈ S (jer je S = |K|) pa je
d(v,w) ≤ diam S .
Stoga je
max{d(v,w)|v,w ∈ K0} ≤ diam S .
Prema tome, vrijedi (2.9). 
Definicija 2.2.16. Neka je (X, d) metricˇki prostor te U ⊆ X. Za U kazˇemo da je otvoren skup
u metricˇkom prostoru (X, d) ako za svaki x ∈ U postoji r > 0 takav da je K(x, r) ⊆ U.
Propozicija 2.2.17. Neka je (X, d) metricˇki prostor.
1. ∅, X su otvoreni skupovi u (X, d).
2. Ako je (Uα)α∈A indeksirana familija otvorenih skupova u (X, d), onda je unija
⋃
α∈A Uα
otvoren skup u (X, d).
3. Ako su U i V otvoreni skupovi u (X, d), onda je U ∩ V otvoren skup u (X, d).
Dokaz. 1. Ocˇito vrijedi.
2. Ako je x ∈ ⋃α∈A Uα, onda je x ∈ Uα0 za neki α0 ∈ A pa slijedi da postoji r > 0 takav
da K(x, r) ⊆ Uα0 , sˇto povlacˇi K(x, r) ⊆
⋃
α∈A Uα. Dakle,
⋃
α∈A Uα je otvoren skup.
3. Neka je x ∈ U ∩V. Slijedi x ∈ U i x ∈ V pa postoje r1, r2 > 0 takvi da je K(x, r1) ⊆ U
i K(x, r2) ⊆ V. Uzmimo r = min{r1, r2}. Tada je K(x, r) ⊆ U ∩ V. Dakle, U ∩ V je
otvoren skup.

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Propozicija 2.2.18. Neka je (X, d) metricˇki prostor te x0 ∈ X i r > 0. Tada je K(x0, r)
otvoren skup u (X, d).
Dokaz. Neka je
a ∈ K(x0, r).
Tada je d(a, x0) < r. Neka je r1 = r − d(x0, a). Tada je r1 > 0 i
r = r1 + d(x0, a).
Tvrdimo da je
K(a, r1) ⊆ K(x0, r). (2.10)
Neka je
b ∈ K(a, r1).
Tada je d(a, b) < r1 pa imamo
d(x0, b) ≤ d(x0, a) + d(a, b) < d(x0, a) + r1 = r.
Dakle, d(x0, b) < r pa je
b ∈ K(x0, r).
Prema tome, vrijedi (2.10) te zakljucˇujemo da je K(x0, r) otvoren skup. 
Definicija 2.2.19. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je F ⊆ X. Kazˇemo da je F
zatvoren skup u metricˇkom prostoru (X, d) ako je FC otvoren skup u (X, d).
Propozicija 2.2.20. Neka je (X, d) metricˇki prostor.
1. ∅, X su zatvoreni skupovi u (X, d).
2. Ako je (Fα)α∈A indeksirana familija zatvorenih skupova u (X, d), onda je presjek⋂
α∈A Fα zatvoren skup u (X, d).
3. Ako su F i G zatvoreni skupovi u (X, d), onda je F ∪G zatvoren skup u (X, d).
Dokaz. 1. Vrijedi ∅C = X, a X je otvoren pa slijedi da je ∅ zatvoren. Isto tako iz XC = ∅
zakljucˇujemo da je X zatvoren.
2. Vrijedi (
⋂
α∈A Fα)C =
⋃
α∈A FCα pa iz propozicije 2.2.17 (2.dio) slijedi da je
⋃
α∈A FCα
otvoren pa je
⋂
α∈A Fα zatvoren skup.
3. Vrijedi (F ∪ G)C = FC ∩ GC pa iz propozicije 2.2.17 (3.dio) slijedi da je FC ∩ GC
otvoren pa je F ∪G zatvoren skup.

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2.3 Neprekidne funkcije
Definicija 2.3.1. Neka su (X, d) i (Y, d′) metricˇki prostori, f : X → Y i x0 ∈ X. Za funkciju
f kazˇemo da je neprekidna u tocˇki x0 s obzirom na metrike d i d′ ako
∀ > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ X ( d(x, x0) < δ⇒ d′( f (x), f (x0)) <  ).
Napomena 2.3.2. Neka je f : R → R i d euklidska metrika na R te x0 ∈ R. Tada je f
neprekidna u tocˇki x0 s obzirom na metriku d ako i samo ako
∀ > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ R ( |x − x0| < δ⇒ | f (x) − f (x0)| <  ).
Definicija 2.3.3. Neka su (X, d) i (Y, d′) metricˇki prostori. Za funkciju f : X → Y kazˇemo
da je neprekidna s obzirom na metrike d i d′ ako je f neprekidna u tocˇki x0 s obzirom na
metrike d i d′ za svaki x0 ∈ X.
Primjer 2.3.4. 1. Neka su (X, d) metricˇki prostor te f : X → X identiteta na X, tj. f (x) = x
za svaki x ∈ X. Tada je f neprekidna.
Naime, ako su x0 ∈ X i  > 0, onda za svaki δ ∈ 〈0, ] vrijedi
d(x, x0) < δ⇒ d(x, x0) < .
2. Neka su (X, d) i (Y, d′) metricˇki prostori te neka je y0 ∈ Y. Tada je funkcija f : X → Y
definirana sa f (x) = y0, ∀x ∈ X neprekidna.
Naime, za sve x0 ∈ X i za sve  > 0 vrijedi
d′( f (x), f (x0)) = d′(y0, y0) = 0 < , ∀x ∈ X.
Dakle, d′( f (x), f (x0)) < , ∀x ∈ X. Stoga, ∀δ > 0 i ∀x ∈ X vrijedi
d(x, x0) < δ⇒ d′( f (x), f (x0)) < .
Prema tome, f je neprekidna. Ovime smo pokazali da je svaka konstantna funkcija nepre-
kidna.
Definicija 2.3.5. Neka je (X, d) metricˇki prostor, x0 ∈ X te U otvoren skup u (X, d) takav
da je x0 ∈ U. Tada za U kazˇemo da je okolina tocˇke x0 u metricˇkom prostoru (X, d).
Propozicija 2.3.6. Neka su (X, d) i (Y, d′) metricˇki prostori, f : X → Y funkcija i x0 ∈ X.
Tada je f neprekidna u tocˇki x0 s obzirom na metrike d i d′ ako i samo ako za svaku okolinu
V od f (x0) u (Y, d′) postoji okolina U od x0 u (X, d) takva da je f (U) ⊆ V.
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Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna u x0.Neka je V okolina od f (x0) u (Y, d′). Imamo
da je V otvoren skup te da je f (x0) ∈ V pa stoga postoji r > 0 takav da
K( f (x0), r) ⊆ V.
Buduc´i da je f neprekidna u x0, postoji δ > 0 takva da za svaki x ∈ X vrijedi
d(x, x0) < δ⇒ d′( f (x), f (x0)) < r.
Tada vrijedi
f (K(x0, δ)) ⊆ K( f (x0), r). (2.11)
Naime ako je y ∈ f (K(x0, δ)), onda je y = f (x) gdje je x ∈ K(x0, δ). Slijedi,
d(x, x0) < δ,
a to povlacˇi
d′( f (x), f (x0)) < r
pa je f (x) ∈ K( f (x0), r) tj.
y ∈ K( f (x0), r).
Dakle, vrijedi (2.11). Iz (2.11) slijedi da je
f (K(x0, δ)) ⊆ V.
Jasno je da je K(x0, δ) okolina tocˇke x0.
Pretpostavimo sada da za svaku okolinu V od f (x0) postoji okolina U od x0 takva da
vrijedi
f (U) ⊆ V.
Neka je  > 0. Tada je K( f (x0), ) okolina od f (x0) pa postoji okolina U od x0 takva da je
f (U) ⊆ K( f (x0), ). (2.12)
Buduc´i da je U otvoren skup koji sadrzˇi x0 postoji δ > 0 takva da je K(x0, δ) ⊆ U. Stoga je
f (K(x0, δ)) ⊆ f (U) (2.13)
pa iz (2.12) i (2.13) slijedi
f (K(x0, δ)) ⊆ K( f (x0), ).
Iz ovoga zakljucˇujemo da za svaki x ∈ X vrijedi
d(x, x0) < δ⇒ d′( f (x), f (x0)) < .
Prema tome, f je neprekidna u tocˇki x0. 
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Teorem 2.3.7. Neka su (X, d) i (Y, d′) metricˇki prostori te f : X → Y. Tada je f neprekidna
s obzirom na metrike d i d′ ako i samo ako za svaki otvoreni skup V u (Y, d′) vrijedi da je
f←(V) otvoren skup u (X, d).
Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna. Neka je V otvoren skup u (Y, d′). Neka je x ∈
f←(V). Tada je f (x) ∈ V pa je V okolina od f (x). Iz prethodne propozicije slijedi da postoji
okolina U od x takva da je f (U) ⊆ V. Slijedi
U ⊆ f←(V).
Buduc´i da je U okolina od x, postoji r > 0 takav da je K(x, r) ⊆ U iz cˇega slijedi
K(x, r) ⊆ f←(V).
Zakljucˇujemo da je f←(V) otvoren skup.
Obratno, pretpostavimo da je f←(V) otvoren skup u (X, d), za svaki otvoren skup V u
(Y, d′). Neka je x0 ∈ X. Neka je V okolina od f (x0). Definirajmo
U = f←(V).
Tada je U okolina od x0 te vrijedi
f (U) = f ( f←(V)) ⊆ V.
Iz prethodne propozicije slijedi da je f neprekidna u x0. Dakle, f je neprekidna. 
Propozicija 2.3.8. Neka su (X, d) i (Y, d′) metricˇki prostori te f : X → Y. Tada je f
neprekidna ako i samo ako je f←(G) zatvoren skup u (X, d) za svaki zatvoren skup G u
(Y, d′).
Dokaz. Neka je A ⊆ Y. Tvrdimo da je
X\ f←(A) = f←(Y\A).
Vrijedi,
∀x ∈ X x ∈ X\ f←(A)⇔ x < f←(A)⇔ f (x) < A⇔ f (x) ∈ Y\A⇔ x ∈ f←(Y\A).
Pretpostavimo sada da je f neprekidna. Neka je G zatvoren skup u (Y, d′). Tada je Y\G
otvoren u (Y, d′) pa iz prethodnog teorema slijedi da je f←(Y\G) otvoren skup u (X, d).
Dakle, X\ f←(G) je otvoren skup u (X, d) pa slijedi da je f←(G) zatvoren u (X, d).
Obratno, pretpostavimo da je f←(G) zatvoren skup u (X, d) za svaki zatvoren skup G
u (Y, d′). Neka je V otvoren skup u (Y, d′). Tada je Y\V zatvoren u (Y, d′) pa je f←(Y\V)
zatvoren u (X, d), tj. X\ f←(V) je zatvoren u (X, d). Stoga je f←(V) otvoren u (X, d). Iz
prethodnog teorema slijedi da je f neprekidna. Time je propozicija dokazana. 
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Lema 2.3.9. Neka su (X, d) i (Y, d′) metricˇki prostori te f : X → Y funkcija takva da za sve
x, y ∈ X vrijedi
d′( f (x), f (y)) ≤ d(x, y).
Tada je f neprekidna funkcija.
Dokaz. Neka je x0 ∈ X i neka je  > 0. Tada za svaki x ∈ X vrijedi
d(x0, x) <  ⇒ d′( f (x0), f (x)) < .
Prema tome, f je neprekidna u x0. Dakle, f je neprekidna. 
Primjer 2.3.10. Neka je n ∈ N, neka je d euklidska metrika na Rn te neka je d′ euklidska
metrika na R. Neka je i ∈ {1, . . . , n} te neka je p : Rn → R funkcija definirana sa
p(x1, . . . , xn) = xi.
Tada je funkcija p neprekidna s obzirom na metrike d i d′.
Ovo slijedi iz prethodne leme, naime, ako su x, y ∈ Rn, x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn)
onda je
d′(p(x), p(y)) = d′(xi, yi)
= |xi − yi|
=
√
(xi − yi)2
≤
√
(x1 − y1)2 + · · · + (xn − yn)2
= d(x, y).
Dakle,
d′(p(x), p(y)) ≤ d(x, y).
Propozicija 2.3.11. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je d′ euklidska metrika na R.
Neka je x0 ∈ X te neka su f , g : X → R funkcije neprekidne u x0 (s obzirom na metrike d i
d′). Tada su i funkcije − f : X → R i f + g : X → R neprekidne u x0.
Dokaz. Za svaki x ∈ X vrijedi
d′((− f )(x), (− f )(x0)) = | − f (x) − (− f )(x0)| = | f (x) − f (x0)| = d′( f (x), f (x0)),
dakle,
d′((− f )(x), (− f )(x0)) = d′( f (x), f (x0)). (2.14)
Neka je  > 0. Tada postoji δ > 0 takva da
d(x, x0) < δ⇒ d′( f (x), f (x0)) < .
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Iz (2.14) slijedi da vrijedi
d(x, x0) < δ⇒ d′((− f )(x), (− f )(x0)) < .
Prema tome, funkcija − f je neprekidna u x0.
Neka je x ∈ X. Imamo
|( f + g)(x) − ( f + g)(x0)| = | f (x) + g(x) − f (x0) − g(x0)| ≤ | f (x) − f (x0)| + |g(x) − g(x0)|.
Dakle,
d′(( f + g)(x), ( f + g)(x0)) ≤ d′( f (x), f (x0)) + d′(g(x), g(x0)). (2.15)
Neka je  > 0. Buduc´i da su f i g neprekidne u x0, postoje δ1, δ2 > 0 takve da vrijedi:
d(x, x0) < δ1 ⇒ d′( f (x), f (x0)) < 2 i d(x, x0) < δ2 ⇒ d
′(g(x), g(x0)) <

2
(2.16)
Neka je δ = min{δ1, δ2}. Pretpostavimo da je x ∈ X takav da je d(x, x0) < δ. Tada iz (2.15)
i (2.16) slijedi da je
d′(( f + g)(x), ( f + g)(x0)) <

2
+

2
= .
Dakle funkcija f + g je neprekidna u x0. 
Koristec´i prethodnu propoziciju indukcijom lako slijedi sljedec´i korolar.
Korolar 2.3.12. Neka je (X, d) metricˇki prostor te d′ euklidska metrika na R. Neka je
x0 ∈ X, k ∈ N te f1, . . . , fk : X → R funkcije neprekidne u x0. Tada je funkcija f1 + · · ·+ fk :
X → R neprekidna u x0.
Propozicija 2.3.13. Neka su (X, d), (Y, d′) i (Z, d′′) metricˇki prostori, neka je x0 ∈ X, neka
je f : X → Y funkcija neprekidna u x0 te g : Y → Z funkcija neprekidna u f (x0). Tada je
g ◦ f : X → Z neprekidna u x0.
Dokaz. Neka je  > 0. Buduc´i da je g neprekidna u f (x0), postoji δ1 > 0 takva da za sve
y ∈ Y vrijedi
d′(y, f (x0)) < δ1 ⇒ d′′(g(y), g( f (x0))) < . (2.17)
Nadalje, buduc´i da je f neprekidna u x0 postoji δ > 0 takva da za sve x ∈ X vrijedi
d(x, x0) < δ⇒ d′( f (x), f (x0)) < δ1. (2.18)
Iz (2.17) i (2.18) slijedi da ∀x ∈ X vrijedi
d(x, x0) < δ⇒ d′′(g( f (x)), g( f (x0))) < .
Prema tome, funkcija g ◦ f je neprekidna u x0. 
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Neka je n ∈ N, neka je X skup te neka je f : X → Rn. Tada postoje i jedinstvene su
funkcije f1, . . . , fn : X → R takve da za svaki x ∈ X vrijedi f (x) = ( f1(x), . . . , fn(x)). Za
funkcije f1, . . . , fn kazˇemo da su komponentne funkcije od f .
Propozicija 2.3.14. Neka je n ∈ N, (X, d) metricˇki prostor, x0 ∈ X te f : X → Rn. Neka su
f1, . . . , fn : X → R komponentne funkcije od f . Tada je f neprekidna u x0 (s obzirom na d
i euklidsku metriku na Rn) ako i samo ako su f1, . . . , fn neprekidne u x0 (s obzirom na d i
euklidsku metriku na R).
Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna u x0. Neka je i ∈ {1, . . . , n}. Neka je p : Rn → R,
p(x1, . . . , xn) = xi. Za svaki x ∈ X vrijedi
f (x) = ( f1(x), . . . , fi(x), . . . , fn(x))
pa je
p( f (x)) = fi(x).
Prema tome,
fi = p ◦ f .
Iz primjera 2.3.10 i propozicije 2.3.13 slijedi da je funkcija fi neprekidna u x0.
Obratno, pretpostavimo da su funkcije
f1, . . . , fn
neprekidne u x0. Neka je p euklidska metrika na Rn. Za svaki x ∈ X vrijedi
p( f (x), f (x0)) = p(( f1(x), . . . , fn(x)), ( f1(x0), . . . , fn(x0)))
=
√
( f1(x) − f1(x0))2 + · · · + ( fn(x) − fn(x0))2.
(2.19)
Neka je i ∈ {1, . . . , n}. Funkcija fi je neprekidna u x0 pa postoji δi > 0 takva da
d(x, x0) < δi ⇒ | fi(x) − fi(x0)| < √
n
.
Imamo dakle, δ1, . . . , δn > 0 i vrijedi
d(x, x0) < δ1 ⇒ ( f1(x) − f1(x0))2 < 2n
...
d(x, x0) < δn ⇒ ( fn(x) − fn(x0))2 < 2n .
(2.20)
Neka je δ = min{δ1, . . . , δn}. Tada iz (2.19) i (2.20) slijedi da za sve x ∈ X vrijedi
d(x, x0) < δ⇒ p( f (x), f (x0)) < .
Prema tome, funkcija f je neprekidna u x0. 
42 POGLAVLJE 2. METRICˇKA SVOJSTVA POLIEDARA
Primjer 2.3.15. Neka je d euklidska metrika na R. Neka su x0 ∈ R i r > 0. Za svaki x ∈ R
vrijedi
d(x0, x) < r ⇔ |x0 − x| < r
⇔ x0 − x < r i x − x0 < r
⇔ x0 − r < x i x < x0 + r
⇔ x ∈ 〈x0 − r, x0 + r〉.
Iz ovoga zakljucˇujemo
K(x0, r) = 〈x0 − r, x0 + r〉.
Neka su a, b ∈ R, a < b. Neka je x0 = a+b2 , r = b−a2 . Tada je x0 − r = a, x0 + r = b. Dakle,
〈a, b〉 = K(x0, r).
Posebno, 〈a, b〉 je otvoren skup u (R, d) (slijedi iz propozicije 2.2.18).
Neka je a ∈ R. Uzmimo x ∈ 〈a,∞〉. Tada je a < x pa je broj r = x − a pozitivan. Imamo
a = x − r pa je
K(x, r) = 〈x − r, x + r〉 = 〈a, x + r〉 ⊆ 〈a,∞〉.
Zakljucˇujemo da je 〈a,∞〉 otvoren skup. Analogno dobijemo da je 〈−∞, a〉 otvoren skup.
S druge strane, skup 〈−∞, a] nije otvoren jer ne postoji r > 0 takav da je 〈a − r, a + r〉 ⊆
〈−∞, a].
Analogno skup [a,∞〉 nije otvoren.
Iz cˇinjenice da su 〈−∞, a〉 i 〈a,∞〉 otvoreni skupovi slijedi da su 〈−∞, a] i [a,∞〉 zatvoreni
skupovi.
Primjer 2.3.16. Neka je n ∈ N te neka je
S = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | x1 + · · · + xn ≤ 1, x1 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0}.
Tvrdimo da je S zatvoren skup u Rn.
Za i ∈ {1, . . . , n} neka je pi : Rn → R funkcija definirana sa
pi(x1, . . . , xn) = xi.
Neka je f : Rn → R funkcija definirana sa
f (x1, . . . , xn) = x1 + · · · + xn.
Funkcije p1, . . . , pn su neprekidne prema primjeru 2.3.10, a funkcija f je neprekidna jer je
f = p1 + · · · + pn. Iz definicije skupa S slijedi
S = {x ∈ Rn | f (x) ≤ 1, p1(x) ≥ 0, . . . , pn(x) ≥ 0}
= {x ∈ Rn | f (x) ≤ 1} ∩ {x ∈ Rn | p1(x) ≥ 0} ∩ · · · ∩ {x ∈ Rn | pn(x) ≥ 0}.
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Dakle,
S = f←(〈−∞, 1]) ∩ p←1 ([0,∞〉) ∩ · · · ∩ p←n ([0,∞〉).
Prema propoziciji 2.3.8 skupovi f←(〈−∞, 1]), p←1 ([0,∞〉), . . . , p←n ([0,∞〉) su zatvoreni u
Rn. Stoga je S zatvoren skup kao presjek zatvorenih skupova.
2.4 Kompaktni skupovi
Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je U neprazna familija podskupova od X takva da
je U otvoren skup u (X, d) za svaki U ∈ U.
Neka je K ⊆ X takav da je K ⊆ ⋃U∈U U. Tada kazˇemo da jeU otvoreni pokrivacˇ skupa K
u metricˇkom prostoru (X, d).
Neka je (X, d) metricˇki prostor te K ⊆ X. Kazˇemo da je K kompaktan skup u (X, d) ako za
svaki otvoreni pokrivacˇU od K u (X, d) postoje n ∈ N i U1, . . . ,Un ∈ U takvi da je
K ⊆ U1 ∪ · · · ∪ Un.
Primjer 2.4.1. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je K konacˇan podskup od X. Tada je
K kompaktan skup u (X, d).
Naime, neka je U otvoreni pokrivacˇ od K u (X, d). Ako je K = ∅, onda odaberemo bilo
koji U ∈ U i vrijedi K ⊆ U. Inacˇe, imamo K = {x1, . . . , xn}. Za svaki i ∈ {1, . . . , n} postoji
Ui ∈ U takav da je xi ∈ Ui. Tada je ocˇito K ⊆ U1 ∪ · · · ∪ Un.
Primjer 2.4.2. Neka je X beskonacˇan skup te neka je d diskretna metrika na X. Neka je
U = {{x} | x ∈ X}.
Za svaki x ∈ X vrijedi
K
(
x,
1
2
)
= {x}
iz cˇega slijedi da je {x} otvoren skup u (X, d). Ocˇito je
X ⊆
⋃
U∈U
U.
Stoga jeU otvoren pokrivacˇ skupa X u (X, d). Kada bi X bio kompaktan skup u (X, d), onda
bi postojali n ∈ N i U1, . . . ,Un ∈ U takvi da je X ⊆ U1 ∪ · · · ∪ Un sˇto je nemoguc´e jer je
skup U1 ∪ · · · ∪ Un konacˇan (kao konacˇna unija jednocˇlanih skupova), a X je beskonacˇan
skup. Dakle, X nije kompaktan skup u (X, d). Uocˇimo da je X zatvoren skup u (X, d) te
takoder da je i omeden (X = K(x0, 2), ∀x0 ∈ X).
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Propozicija 2.4.3. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je K kompaktan skup u (X, d).
Tada je K omeden u (X, d).
Dokaz. Neka je
U = {K(x, r) | x ∈ X, r > 0}.
Tada je U otvoreni pokrivacˇ skupa K u metricˇkom prostoru (X, d). Buduc´i da je K kom-
paktan skup, postoje x1, . . . , xn ∈ X i r1, . . . , rn > 0 takvi da je
K ⊆ K(x1, r1) ∪ · · · ∪ K(xn, rn).
Stoga je K podskup omedenog skupa (jer je unija konacˇno mnogo omedenih skupova
omeden skup) pa je K takoder omeden. 
Lema 2.4.4. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka su x, y ∈ X takvi da je x , y. Tada
postoji r > 0 takav da je
K(x, r) ∩ K(y, r) = ∅. (2.21)
Dokaz. Neka je r = d(x,y)2 . Ocˇito je r > 0. Tvrdimo da vrijedi (2.21). Pretpostavimo su-
protno. Tada postoji z ∈ X takav da je z ∈ K(x, r) i z ∈ K(y, r). Slijedi d(x, z) < r i
d(y, z) < r pa je
d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) < 2r = d(x, y).
Kontradikcija. Prema tome, vrijedi (2.21). 
Teorem 2.4.5. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je K kompaktan skup u (X, d). Tada
je K zatvoren u (X, d).
Dokaz. Ako je K = ∅, tvrdnja je jasna. Pretpostavimo da je K , ∅. Dokazˇimo da je Kc
otvoren skup. Fiksirajmo x ∈ Kc. Neka je y ∈ K. Tada je x , y pa prema lemi 2.4.4 postoji
ry > 0 takav da je K(x, ry) ∩ K(y, ry) = ∅. Neka je
U = {K(y, ry) | y ∈ K}.
Ocˇito za svaki y ∈ K vrijedi y ∈ K(y, ry) pa je U otvoren pokrivacˇ od K. Buduc´i da je K
kompaktan, postoje y1, . . . , yn ∈ K takvi da je
K ⊆
⋃
1≤i≤n
K(yi, ryi). (2.22)
Neka je δ = min{ry1 , . . . , ryn}. Neka je i ∈ {1, . . . , n}. Iz
K(x, δ) ⊆ K(x, ryi)
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i
K(x, ryi) ∩ K(yi, ryi) = ∅
slijedi
K(x, δ) ∩ K(yi, ryi) = ∅.
Ovo, dakle, vrijedi za svaki i ∈ {1, . . . , n} pa slijedi
K(x, δ) ∩ (
⋃
1≤i≤n
K(yi, ryi)) = ∅.
Iz ovoga i (2.22) slijedi K(x, δ) ∩ K = ∅. Stoga je
K(x, δ) ⊆ Kc.
Dakle, Kc je otvoren skup, pa je K zatvoren. 
Prethodni teorem i propozicija zajedno daju sljedec´u tvrdnju.
Teorem 2.4.6. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je K kompaktan skup u (X, d). Tada
je K omeden i zatvoren skup u (X, d).
Obrat prethodnog teorema opc´enito ne vrijedi. Naime, u primjeru 2.4.2 smo imali
metricˇki prostor te zatvoren i omeden skup u njemu koji nije kompaktan. U Rn (n ∈ N)
obrat ipak vrijedi. Navest c´emo taj rezultat bez dokaza (dokaz se mozˇe nac´i u knjizi [3] s
popisa literature).
Teorem 2.4.7. Neka je n ∈ N i d euklidska metrika na Rn. Neka je K ⊆ Rn. Tada je K
kompaktan u (Rn, d) ako i samo ako je K zatvoren i omeden u (Rn, d).
Propozicija 2.4.8. Neka su (X, d) i (Y, d′) metricˇki prostori te neka je f : X → Y funkcija
neprekidna s obzirom na metrike d i d′. Neka je K kompaktan skup u (X, d). Tada je f (K)
kompaktan skup u (Y, d′).
Dokaz. Neka jeV otvoreni pokrivacˇ od f (K) u (Y, d′). Neka je
U = { f←(V) | V ∈ V}.
Za svaki V ∈ V vrijedi da je V otvoren skup u (Y, d′) pa prema propoziciji 2.3.8 imamo da
je f←(V) otvoren skup u (X, d). Dakle, svaki element odU je otvoren skup u (X, d). Neka
je x ∈ K. Tada je f (x) ∈ f (K) pa buduc´i da je
f (K) ⊆
⋃
V∈V
V
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postoji V ∈ V takav da je f (x) ∈ V iz cˇega slijedi x ∈ f←(V). Stoga je
x ∈
⋃
U∈U
U.
Time smo dokazali da je
K ⊆
⋃
U∈U
U.
Prema tome,U je otvoreni pokrivacˇ od K. Iz cˇinjenice da je K kompaktan slijedi da postoje
V1, . . . ,Vn ∈ V takvi da je
K ⊆ f←(V1) ∪ · · · ∪ f←(Vn). (2.23)
Neka je x ∈ K. Prema (2.23) imamo x ∈ f←(Vi) za neki i ∈ {1, . . . , n}. Slijedi f (x) ∈ Vi pa
je f (x) ∈ V1 ∪ · · · ∪ Vn. Iz ovoga zakljucˇujemo da je
f (K) ⊆ V1 ∪ · · · ∪ Vn.
Prema tome, f (K) je kompaktan u (Y, d′).

Lema 2.4.9. Neka je (X, d) metricˇki prostor, x0 ∈ X te f : X → R funkcija neprekidna u
tocˇki x0. Neka je c ∈ R. Tada su funkcije c f , | f | : X → R neprekidne u x0.
Dokaz. Neka je  > 0. Buduc´i da je f neprekidna u x0, postoji δ > 0 takav da za svaki
x ∈ X vrijedi
d(x, x0) < δ⇒ | f (x) − f (x0)| < .
Za svaki x ∈ X vrijedi || f (x)| − | f (x0)|| ≤ | f (x) − f (x0)|. Stoga, za svaki x ∈ X vrijedi
d(x, x0) < δ⇒ || f (x)| − | f (x0)|| < .
Prema tome, funkcija | f | je neprekidna x0.
Nadalje, postoji δ′ > 0 takav da za svaki x ∈ X vrijedi
d(x, x0) < δ′ ⇒ | f (x) − f (x0)| < 1 + |c| .
Neka je x ∈ X takav da je d(x, x0) < δ′. Vrijedi
|c f (x) − c f (x0)| = |c|| f (x) − f (x0)| ≤ |c| 1 + |c| < .
Dakle, za svaki x ∈ X vrijedi
d(x, x0) < δ′ ⇒ |c f (x) − c f (x0)| < 
pa je funkcija c f neprekidna u x0. 
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Lema 2.4.10. Neka su n,N ∈ N. Neka su g0, . . . , gn : Rn → R neprekidne funkcije te neka
su v0, . . . , vn ∈ RN . Neka je f : Rn → RN funkcija definirana sa f (x) = g0(x)v0 + · · · +
gn(x)vn. Tada je f neprekidna funkcija.
Dokaz. Za i ∈ {1, . . . , n} neka su v1i , . . . , vNi ∈ R takvi da je vi = (v1i , . . . , vNi ). Nadalje, neka
su f1, . . . , fN : Rn → R komponentne funkcije od f . Neka je j ∈ {1, . . . ,N}. Tada za svaki
x ∈ Rn vrijedi
f j(x) = g0(x)v
j
0 + · · · + gn(x)v jn.
Iz prethodne leme i korolara 2.3.12 slijedi da je f j neprekidna funkcija. Dakle, f1, . . . , fN
su neprekidne funkcije pa iz propozicije 2.3.14 slijedi da je f neprekidna. 
Teorem 2.4.11. Neka je N ∈ N te neka je σ simpleks u RN . Tada je σ kompaktan skup.
Dokaz. Neka su v0, . . . , vn vrhovi od σ, n ∈ N0. Ako je n = 0, onda je σ = {v0} pa je ocˇito
σ kompaktan skup. Pretpostavimo da je n ≥ 1. Neka je
S = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn |
n∑
i=1
xi ≤ 1, x1 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0}.
Neka je x ∈ S , x = (x1, . . . , xn). Uocˇimo da za svaki i ∈ {1, . . . , n} vrijedi 0 ≤ xi ≤ 1, prema
tome, |xi| ≤ 1. Imamo
d(x, 0) =
√
x21 + · · · + x2n ≤
√
n
pa je x ∈ K(0, √n + 1). Prema tome, S ⊆ K(0, √n + 1) pa je S omeden u Rn. Prema
primjeru 2.3.16 skup S je zatvoren u Rn. Prema teoremu 2.4.7, S je kompaktan skup u Rn.
Definirajmo f : Rn → RN sa
f (x1, . . . , xn) = (1 −
n∑
i=1
xi)v0 + x1v1 + · · · + xnvn.
Za i ∈ {1, . . . , n} neka je gi : Rn → R projekcija na i-tu koordinatu. Neka je g0 : Rn → R
funkcija definirana sa
g0(x) = 1 −
n∑
i=1
gi(x).
Iz primjera 2.3.10, propozicije 2.3.11, korolara 2.3.12 te primjera 2.3.4(2.dio) slijedi da su
g0, . . . , gn neprekidne funkcije. Buduc´i da za svaki x ∈ Rn ocˇito vrijedi
f (x) = g0(x)v0 + · · · + gn(x)vn,
iz leme 2.4.10 zakljucˇujemo da je f neprekidna funkcija. Tvrdimo da je
f (S ) = σ. (2.24)
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Neka je (x1, . . . , xn) ∈ S . Tada su brojevi 1 − ∑ni=1 xi, x1, . . . , xn nenegativni i suma im je
jednaka 1. Iz ovoga i definicije funkcije f slijedi da je
f (x1, . . . , xn) ⊆ σ.
Obratno, neka je y ∈ σ. Tada je y = ∑ni=0 xivi, gdje su x0, . . . , xn ≥ 0 i ∑ni=0 xi = 1. Slijedi
1 −∑ni=1 xi = x0 pa je
f (x1, . . . , xn) = y.
Prema tome, vrijedi (2.24). Iz (2.24) i propozicije 2.4.8 slijedi da je σ kompaktan u RN . 
Korolar 2.4.12. Neka je N ∈ N te neka je σ simpleks u RN . Tada je σ zatvoren skup u RN .
Nadalje, svaki poliedar u RN je zatvoren skup.
Dokaz. Da jeσ zatvoren slijedi iz prethodnog teorema i iz teorema 2.4.5.Ako je P poliedar
u RN , onda je
P = σ1 ∪ · · · ∪ σn
gdje je n ∈ N te gdje su σ1, . . . , σn simpleksi u RN . Opc´enito, unija konacˇno mnogo za-
tvorenih skupova u metricˇkom prostoru je zatvoren skup sˇto lako slijedi indukcijom iz
propozicije 2.2.20. Stoga je P zatvoren skup. 
Korolar 2.4.13. Neka je N ∈ N te neka je P poliedar u RN . Tada je P kompaktan skup u
RN .
Dokaz. Ovo slijedi iz prethodnog korolara, propozicije 2.2.15 i teorema 2.4.7. 
Poglavlje 3
Aproksimacija racionalnim simpleksima
3.1 Hausdorffova udaljenost
Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka su S i T neprazni omedeni skupovi u (X, d). Neka
je r > 0. Pisˇemo S ≈r T ako za svaki x ∈ S postoji y ∈ T takav da je d(x, y) < r te ako za
svaki y ∈ T postoji x ∈ S takav da d(y, x) < r.
Propozicija 3.1.1. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka su S i T neprazni omedeni sku-
povi u (X, d). Tada postoji r > 0 takav da je S ≈r T.
Dokaz. Skup S ∪ T je omeden u (X, d). Neka je r = diam (S ∪ T ) + 1. Neka su x ∈ S i
y ∈ T. Tada je
d(x, y) ≤ diam (S ∪ T ) < diam (S ∪ T ) + 1 = r.
Dakle, d(x, y) < r, za sve x ∈ S , y ∈ T . Stoga je S ≈r T. 
Propozicija 3.1.2. Neka je N ∈ N, neka je d metrika na RN inducirana nekom normom ‖·‖ .
Neka je n ∈ N0 te neka su a0, . . . , an, b0, . . . , bn ∈ RN . Pretpostavimo da je r > 0 takav da je
d(ai, bi) < r, za svaki i ∈ {0, . . . , n}. Neka je S = Conv{a0, . . . , an} i T = Conv{b0, . . . , bn}.
Tada je S ≈r T.
Dokaz. Neka je x ∈ S . Tada je prema teoremu 1.2.6 x = ∑ni=0 tiai, gdje su t0, . . . tn ≥ 0 i∑n
i=0 ti = 1. Neka je y =
∑n
i=0 tibi. Tada je y ∈ T te imamo:
d(x, y) = ‖x − y‖ =
∥∥∥∥∥∥∥
n∑
i=0
ti(ai − bi)
∥∥∥∥∥∥∥ ≤
n∑
i=0
‖ti(ai − bi)‖ =
n∑
i=0
|ti| ‖ai − bi‖ =
n∑
i=0
tid(ai, bi)
<
n∑
i=0
tir = r.
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Dakle,
d(x, y) < r.
Posve analogno dobivamo da za svaki y ∈ T postoji x ∈ S takav da je d(y, x) < r. Prema
tome, S ≈r T. 
Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka su S i T neprazni omedeni skupovi u (X, d).
Definiramo
ρ(S ,T ) = inf{r > 0 | S ≈r T } (3.1)
(uocˇimo da je broj ρ(S ,T ) dobro definiran prema propoziciji 3.1.1). Za ρ(S ,T ) kazˇemo da
je Hausdorffova udaljenost skupova S i T u metricˇkom prostoru (X, d).
Korolar 3.1.3. Neka je N ∈ N te neka je d metrika na RN inducirana nekom normom.
Neka je n ∈ N0 te neka su a0, . . . , an, b0, . . . , bn ∈ RN . Pretpostavimo da je r > 0 takav da je
d(ai, bi) < r, za svaki i ∈ {0, . . . , n}. Neka je S = Conv{a0, . . . , an} i T = Conv{b0, . . . , bn}.
Tada je ρ(S ,T ) < r.
Dokaz. Ocˇito je
max{d(ai, bi) | i ∈ {0, . . . , n}} < r.
Odaberimo r′ ∈ R takav da je max{d(ai, bi) | i ∈ {0, . . . , n}} < r′ < r. Slijedi da je d(ai, bi) <
r′, ∀i ∈ {0, . . . , n}. Iz propozicije 3.1.2 slijedi da je ρ(S ,T ) ≤ r′. Stoga je ρ(S ,T ) < r. 
Za n ∈ N neka je
S n = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | |x1| + · · · + |xn| = 1}.
Propozicija 3.1.4. Neka su n,N ∈ N te neka su w1, . . . ,wn ∈ RN . Tada su w1, . . . ,wn
linearno nezavisni vektori ako i samo ako
x1w1 + · · · + xnwn , 0, (3.2)
za svaki (x1, . . . , xn) ∈ S n.
Dokaz. Pretpostavimo da su w1, . . . ,wn linearno nezavisni vektori. Ako je (x1, . . . , xn) ∈
S n, onda postoji i ∈ {1, . . . , n} takav da je xi , 0 pa linearna nezavisnost od w1, . . . ,wn
povlacˇi da vrijedi (3.2).
Obratno, pretpostavimo da (3.2) vrijedi za svaki (x1, . . . , xn) ∈ S n. Pretpostavimo da
vektori w1, . . . ,wn nisu linearno nezavisni. Tada postoje α1, . . . , αn ∈ R takvi da je α1w1 +
· · · + αnwn = 0 i αi , 0 za neki i ∈ {1, . . . , n}. Neka je t = |α1| + · · · + |αn|. Ocˇito je t > 0.
Imamo ∣∣∣∣∣α1t
∣∣∣∣∣ + · · · + ∣∣∣∣∣αnt
∣∣∣∣∣ = |α1| + · · · + |αn|t = tt = 1
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pa je (α1t , . . . ,
αn
t ) ∈ S n. Imamo
α1
t
w1 + · · · + αnt wn =
1
t
(α1w1 + · · · + αnwn) = 0
a to je u kontradikciji s pretpostavkom da (3.2) vrijedi za svaki (x1, . . . , xn) ∈ S n. Dakle,
w1, . . . ,wn su linearno nezavisni vektori. 
Propozicija 3.1.5. Neka je K neprazan kompaktan skup u R (tj. u metricˇkom prostoru
(R, d), gdje je d euklidska metrika na R). Tada K ima minimum i maksimum.
Dokaz. Prema teoremu 2.4.7 K je omeden i zatvoren u R. Slijedi da postoji x0 ∈ R i r > 0
takvi da
K ⊆ K(x0, r) = 〈x0 − r, x0 + r〉.
Stoga je x0 − r donja meda skupa K. Buduc´i da je odozdo omeden i neprazan, skup K ima
infimum, oznacˇimo ga s a. Tvrdimo da je a ∈ K. Pretpostavimo suprotno, tj. a < K. Tada
je a ∈ Kc, a Kc je otvoren skup, stoga postoji ra > 0 takav da K(a, ra) ⊆ Kc. Dakle,
〈a − ra, a + ra〉 ⊆ Kc.
Neka je x ∈ K. Tvrdimo da je a + ra ≤ x. U suprotnom bi vrijedilo x < a + ra pa bismo
imali a ≤ x < a + ra (jer je a infimum skupa K) iz cˇega bi slijedilo x ∈ 〈a − ra, a + ra〉 sˇto
bi povlacˇilo x ∈ Kc, a to je ocˇito nemoguc´e. Stoga je a + ra donja meda skupa K. Ovo je
u kontradikciji s cˇinjenicom da je a najvec´a donja meda skupa K. Prema tome, a ∈ K pa
slijedi da je a minimum skupa K. Analogno zakljucˇujemo da K ima maksimum. 
Korolar 3.1.6. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je f : X → R funkcija neprekidna s
obzirom na metriku d i euklidsku metriku na R. Pretpostavimo da je K neprazan, kompak-
tan skup u (X, d). Tada f poprima maksimum i minimum na K, tj. postoje x0, x1 ∈ K takvi
da je f (x0) ≤ f (x) ≤ f (x1) za svaki x ∈ K.
Dokaz. Prema propoziciji 2.4.8 skup f (K) je kompaktan u R. Taj skup je ocˇito i neprazan
pa prema prethodnoj propoziciji f (K) ima minimum i maksimum. Neka je a = min f (K)
i b = max f (K). Imamo a, b ∈ f (K). Tada postoje x0, x1 ∈ K takvi da je a = f (x0) i
b = f (x1). Za svaki x ∈ K ocˇito vrijedi f (x) ∈ f (K) pa je a ≤ f (x) ≤ b, tj. f (x0) ≤ f (x) ≤
f (x1). 
Lema 3.1.7. Za svaki n ∈ N skup S n je kompaktan u Rn.
Dokaz. Neka je (x1, . . . , xn) ∈ S n. Ocˇito je tada |xi| ≤ 1 za svaki i ∈ {1, . . . , n}. Neka je d
euklidska metrika na Rn. Tada je
d((x1, . . . , xn), (0, . . . , 0)) =
√
x21 + · · · + x2n ≤
√
1 + · · · + 1 = √n.
52 POGLAVLJE 3. APROKSIMACIJA RACIONALNIM SIMPLEKSIMA
Iz ovoga zakljucˇujemo da je S n ⊆ K(0, √n + 1). Prema tome, S n je omeden skup.
Za i ∈ {1, . . . , n} neka je pi : Rn → R projekcija na i-tu koordinatu. Neka je f : Rn → R
funkcija definirana sa
f (x1, . . . , xn) = |x1| + · · · + |xn|.
Funkcija f je neprekidna jer je f = |p1| + · · · + |pn|. Vrijedi
S n = {x ∈ Rn | f (x) = 1} = {x ∈ Rn | f (x) ∈ {1}} = f←({1}).
Dakle, S n = f←({1}), a {1} je zatvoren skup u R (jer je {1} = 〈−∞, 1] ∩ [1,∞〉). Iz pro-
pozicije 2.3.8 slijedi da je S n zatvoren skup. Iz teorema 2.4.7 slijedi da je S n kompaktan
skup. 
Lema 3.1.8. Neka je n ∈ N te neka je ‖·‖ euklidska norma na Rn. Tada je ‖·‖ : Rn → R
neprekidna funkcija.
Dokaz. Neka je x0 ∈ Rn. Neka je x ∈ Rn. Imamo
‖x‖ = ‖x − x0 + x0‖ ≤ ‖x − x0‖ + ‖x0‖
pa je
‖x‖ − ‖x0‖ ≤ ‖x − x0‖ .
Analogno dobivamo
‖x0‖ − ‖x‖ ≤ ‖x − x0‖ .
Stoga je
|‖x‖ − ‖x0‖| ≤ ‖x − x0‖ .
Neka je  > 0. Uzmimo bilokoji δ ∈ 〈0, 〉. Tada ocˇito vrijedi
‖x − x0‖ < δ⇒ |‖x‖ − ‖x0‖| < .
Prema tome funkcija ‖·‖ je neprekidna u tocˇki x0. Time je tvrdnja leme dokazana. 
Teorem 3.1.9. Neka su n,N ∈ N te neka su w1, . . . ,wn linearno nezavisni vektori u RN .
Neka je d euklidska metrika na RN . Tada postoji r > 0 sa sljedec´im svojstvom:
ako su v1, . . . , vn ∈ RN takvi da je d(vi,wi) < r za svaki i ∈ {1, . . . , n}, onda su v1, . . . , vn
linearno nezavisni vektori.
Dokaz. Neka je f : Rn → RN funkcija definirana s
f (x1, . . . , xn) = x1w1 + · · · + xnwn.
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Prema lemi 2.4.10 funkcija f je neprekidna (naime, ako je za i ∈ {1, . . . , n} pi : Rn → R
projekcija na i-tu koordinatu, onda je f (x) = p1(x)w1 + · · · + pn(x)wn za svaki x ∈ Rn).
Neka je g : RN → R funkcija definirana s
g(x) = ‖x‖ ,
pri cˇemu je ‖·‖ euklidska norma na RN . Kompozicija g◦ f : Rn → R je neprekidna funkcija
(g je neprekidna prema lemi 2.4.10). Prema korolaru 3.1.6 funkcija g◦ f poprima minimum
na S n, tj. postoji a ∈ S n takav da
(g ◦ f )(a) ≤ (g ◦ f )(x), ∀x ∈ S n. (3.3)
Oznacˇimo
 = (g ◦ f )(a).
Imamo a = (a1, . . . , an) te je f (a) = a1w1 + . . . , anwn. Iz propozicije 3.1.4 slijedi da je
f (a) , 0. Stoga je ‖ f (a)‖ > 0 tj. g( f (a)) > 0. Prema tome,  > 0. Prema (3.3) vrijedi
 ≤ (g ◦ f )(x) za svaki x ∈ S n, tj.
 ≤ ‖x1w1 + · · · + xnwn‖ , ∀(x1, . . . , xn) ∈ S n.
Neka je r = 2n . Pretpostavimo da su v1, . . . , vn ∈ RN takvi da je
d(vi,wi) < r ∀i ∈ {1, . . . , n}.
Tvrdimo da su vektori v1, . . . , vn linearno nezavisni. Pretpostavimo suprotno. Tada prema
propoziciji 3.1.4 postoji (x1, . . . , xn) ∈ S n takav da je x1v1 + · · · + xnvn = 0. Imamo
 ≤ ‖x1w1 + · · · + xnwn‖
= ‖x1(w1 − v1) + · · · + xn(wn − vn) + x1v1 + · · · + xnvn‖
= ‖x1(w1 − v1) + · · · + xn(wn − vn)‖
≤ |x1| ‖(w1 − v1)‖ + · · · + |xn| ‖(wn − vn)‖
≤ ‖(w1 − v1)‖ + · · · + ‖(wn − vn)‖
= d(v1,w1) + · · · + d(vn,wn)
< r + · · · + r = nr = 
2
.
Kontradikcija. Prema tome, v1, . . . , vn su linearno nezavisni vektori. 
Korolar 3.1.10. Neka su N ∈ N i n ∈ N0 te neka su a0, . . . , an geometrijski nezavisne tocˇke
u RN . Neka je d euklidska metrika na RN . Tada postoji r > 0 sa sljedec´im svojstvom:
ako su b0, . . . , bn ∈ RN takvi da je d(bi, ai) < r za svaki i ∈ {0, . . . , n}, onda su b0, . . . , bn
geometrijski nezavisne tocˇke.
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Dokaz. Neka su w1 = a1 − a0, . . . ,wn = an − a0. Tada su w1, . . .wn linearno nezavisni
vektori. Prema prethodnom teoremu postoji r > 0 takav da za sve v1, . . . , vn ∈ RN vrijedi
sljedec´a implikacija:
d(vi,wi) < r, ∀i ∈ {1, . . . , n} ⇒ v1, . . . , vn linearno nezavisni vektori (3.4)
Pretpostavimo da su b0, . . . , bn ∈ RN takvi da je
d(ai, bi) <
r
2
, ∀i ∈ {0, . . . , n}.
Tvrdimo da su b0, . . . , bn geometrijski nezavisne tocˇke. Neka je i ∈ {1, . . . , n}. Neka je ‖·‖
euklidska norma na RN . Imamo
d(bi − b0,wi) = d(bi − b0, ai − a0)
= ‖bi − b0 − ai + a0‖
≤ ‖bi − ai‖ + ‖a0 − b0‖
= d(ai, bi) + d(a0, b0)
<
2r
2
= r.
Dakle,
d(bi − b0,wi) < r, ∀i ∈ {1, . . . , n}.
Iz implikacije (3.4) mozˇemo zakljucˇiti da su b1−b0, . . . , bn−b0 linearno nezavisni vektori.
Stoga su b0, . . . , bn geometrijski nezavisne tocˇke. Dakle, ako su b0, . . . , bn ∈ RN takve da
vrijedi d(ai, bi) < r2 , ∀i ∈ {0, . . . , n} tada su b0, . . . , bn geometrijski nezavisne tocˇke, cˇime
smo dokazali tvrdnju korolara. 
3.2 Gusti skupovi u metricˇkim prostorima
Definicija 3.2.1. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka je D ⊆ X. Kazˇemo da je D
gust skup u metricˇkom prostoru (X, d) ako za svaki x ∈ X i svaki  > 0 postoji y ∈ D
takav da je d(x, y) < .
Primjer 3.2.2. 1. Neka je d euklidska metrika na R. Tada je Q gust skup u metricˇkom
prostoru (R, d).
Naime neka su x ∈ R i  > 0. Imamo x < x +  pa postoji y ∈ Q takav da je
x < y < x +  iz cˇega slijedi 0 < y − x < . Dakle, d(x, y) < .
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2. Neka je n ∈ N te neka je d euklidska metrika na Rn. Tada jeQn gust skup u metricˇkom
prostoru (Rn, d). Dokazˇimo to.
Neka su x ∈ Rn, x = (x1, . . . , xn) i  > 0. Za svaki i ∈ {1, . . . , n} prema tvrdnji 1. ovog
primjera postoji yi ∈ Q takav da je |xi − yi| < √n . Neka je y = (y1, . . . , yn). Ocˇito je
y ∈ Qn. Imamo
d(x, y) =
√
(x1 − y1)2 + · · · + (xn − yn)2
<
√
2
n
+ · · · + 
2
n
= .
Dakle, d(x, y) < .
3.3 Racionalni simpleksi
Definicija 3.3.1. Neka je σ simpleks u RN . Kazˇemo da je σ racionalan simpleks ako su
svi njegovi vrhovi elementi od QN .
Teorem 3.3.2. Neka je σ n-simpleks u RN , n ∈ N0, N ∈ N. Tada za svaki  > 0 postoji
racionalni n-simpleks τ u RN takav da je ρ(σ, τ) < .
Dokaz. Neka su a0, . . . , an vrhovi od σ. Prema korolaru 3.1.10 postoji r > 0 takav da za
sve b0, . . . , bn ∈ RN takve da je d(ai, bi) < r za svaki i = 0, . . . , n vrijedi da su b0, . . . , bn
geometrijski nezavisne tocˇke. Neka je  > 0. Buduc´i da je QN gust u (RN , d), za svaki
i = 0, . . . , n postoji bi ∈ QN takav da je
d(ai, bi) < min{r, }. (3.5)
Slijedi da su b0, . . . , bn geometrijski nezavisne tocˇke. Neka je τ = Conv{b0, . . . , bn}. Tada
je τ racionalan n-simpleks u RN . Nadalje iz (3.5) i korolara 3.1.3 slijedi da je
ρ(σ, τ) < .


Poglavlje 4
Maksimalni simpleksi i dobre tocˇke
poliedara
4.1 Ravnina i ortogonalna projekcija
Definicija 4.1.1. Neka je W potprostor odRN te neka je a ∈ RN .Neka je pi = {a+x | x ∈ W}.
Tada za pi kazˇemo da je ravnina u RN , a za W kazˇemo da je smjer ravnine pi. Kazˇemo i da
je pi ravnina kroz a smjera W.
Neka su a0, . . . , an geometrijski nezavisne tocˇke u RN . Neka je W potprostor od RN
razapet vektorima a1 − a0, . . . , an − a0. Neka je pi ravnina kroz a0 smjera W. Tada za pi
kazˇemo da je ravnina u RN razapeta tocˇkama a0, . . . , an.
Uocˇimo da je
pi = {a0 + t1(a1 − a0) + · · · + tn(an − a0) | t1, . . . , tn ∈ R}.
Tvrdimo da je
pi =
 n∑
i=0
tiai | t0, . . . , tn ∈ R,
n∑
i=0
ti = 1
 . (4.1)
Neka je x = pi. Tada je
x = a0 + t1(a1 − a0) + · · · + tn(an − a0),
gdje su t1, . . . , tn ∈ R. Slijedi
x =
1 − n∑
i=1
ti
 a0 + t1a1 + · · · + tnan.
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Neka je
t0 = 1 −
n∑
i=1
ti.
Tada je
x =
n∑
i=0
tiai i
n∑
i=0
ti = 1.
Na isti nacˇin vidimo da je svaka tocˇka oblika x =
∑n
i=0 ti, gdje su t0, . . . , tn ∈ R i
∑n
i=0 ti = 1
element od pi.
Uocˇimo da (4.1) povlacˇi sljedec´e: ako je σ simpleks s vrhovima a0, . . . , an, onda je
σ ⊆ pi.
Napomena 4.1.2. Neka je N ∈ N te neka je W vektorski potprostor od RN dimenzije n.
Tada postoji ortonormirana baza (e1, . . . , eN) od RN takva da je (e1, . . . , en) ortonormirana
baza od W.
Naime, neka je (a1, . . . , an) baza od W. Tada su a1, . . . , an linearno nezavisni vek-
tori u RN , pa ih mozˇemo prosˇiriti do baze za RN , tj. postoje an+1, . . . , aN ∈ RN takvi
da je (a1, . . . , aN) baza za RN . Gram-Schmidtovim postupkom ortogonalizacije dobivamo
medusobno okomite vektore e1, . . . , eN norme 1 takve da za svaki k ∈ {1, . . . ,N} vektori
a1, . . . , ak i e1, . . . , ek razapinju isti potprostor od RN . Prema tome, (e1, . . . , eN) je ortonor-
mirana baza za RN , a (e1, . . . , en) je ortonormirana baza za W.
Propozicija 4.1.3. Neka su n,N ∈ N. Neka je W vektorski potprostor od RN , dimenzije
n. Neka je d euklidska metrika na Rn te neka je d′ euklidska metrika na RN . Tada postoji
bijekcija f : Rn → W takva da je
d′( f (x), f (y)) = d(x, y)
za sve x, y ∈ Rn.
Dokaz. Neka je (e1, . . . , en) ortonormirana baza za W. Definiramo f : Rn → W sa
f (x1, . . . , xn) = x1e1 + · · · + xnen.
Jasno je da je funkcija f bijekcija. Neka su x, y ∈ Rn, x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn).
Imamo
d′( f (x), f (y)) = ‖ f (x) − f (y)‖
= ‖x1e1 + · · · + xnen − (y1e1 + · · · + ynen)‖
= ‖(x1 − y1)e1 + · · · + (xn − yn)en‖
=
√〈(x1 − y1)e1 + · · · + (xn − yn)en | (x1 − y1)e1 + · · · + (xn − yn)en〉
=
√
(x1 − y1)2 + · · · + (xn − yn)2
= d(x, y).
4.1. RAVNINA I ORTOGONALNA PROJEKCIJA 59
Dakle,
d′( f (x), f (y)) = d(x, y).

Propozicija 4.1.4. Neka je N ∈ N te neka su x0 ∈ RN i W potprostor od RN . Neka je
pi = x0 + W (tj. pi = {x0 + w | w ∈ W}). Tada je
W = {x − y | x, y ∈ pi}.
Dokaz. Neka je w ∈ W. Neka je x = x0 + w te y = x0 + 0. Ocˇito vrijedi x, y ∈ pi i x − y = w.
Obratno, neka su x, y ∈ pi. Tada je x = x0 + w1 i y = x0 + w2 gdje su w1,w2 ∈ W. Tada je
x − y = w1 − w2 pa je x − y ∈ W. 
Neka je pi ravnina u RN . Tada postoji jedinstveni potprostor W od RN takav da je W
smjer od pi. Naime, pretpostavimo da su W i W ′ smjerovi od pi. Tada postoje x0, x′0 ∈ RN
takvi da je
pi = x0 + W i pi = x′0 + W
′.
Iz prethodne propozicije slijedi
W = {x − y | x, y ∈ pi} i W ′ = {x − y | x, y ∈ pi}
pa je W = W ′.
Definicija 4.1.5. Neka je pi ravnina u RN smjera W te neka je z ∈ RN . Za tocˇku z0 ∈ pi
kazˇemo da je ortogonalna projekcija tocˇke z na pi ako je z − z0⊥w za svaki w ∈ W.
Propozicija 4.1.6. Neka je pi ravnina u RN te neka je z ∈ RN . Tada postoji jedinstvena
ortogonalna projekcija tocˇke z na pi.
Dokaz. Pretpostavimo da su z0 i z′0 ortogonalne projekcije tocˇke z na ravninu pi. Neka je
a = z − z0 i v = z0 − z′0.
Iz z0, z′0 ∈ pi slijedi v ∈ W. Stoga je
a⊥v.
Uocˇimo da je a + v = z − z′0 pa buduc´i da je z′0 ortogonalna projekcija od z na pi imamo da
je
a + v⊥v.
Dakle,
0 = 〈a + v | v〉 = 〈a | v〉 + 〈v | v〉 = 0 + 〈v | v〉.
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Iz cˇega slijedi da je 〈v | v〉 = 0 tj.
v = 0.
Dakle, z0 − z′0 = 0, tj.
z0 = z′0.
Neka je (e1, . . . , eN) ortonormirana baza za RN takva da je (e1, . . . , en) baza za W. Tada
postoje α1, . . . , αN ∈ R takve da je
z − x0 = α1e1 + · · · + αNeN .
Neka je
a = α1e1 + · · · + αnen
te
b = αn+1en+1 + · · · + αNeN .
Uocˇimo da je a ∈ W te da je b⊥w za svaki w ∈ W. Neka je
z0 = x0 + a.
Ocˇito je z0 ∈ pi. Imamo
z − z0 = z − (x0 + a) = (z − x0) − a = b.
Dakle, z − z0 = b pa je
z − z0⊥w
za svaki w ∈ W. Prema tome, z0 je ortogonalna projekcija od z na pi. 
4.2 Svojstva maksimalnih simpleksa i dobrih tocˇki
poliedara
Definicija 4.2.1. Neka je (X, d) metricˇki prostor te neka su S i T podskupovi od X takvi da
je S ⊆ T. Kazˇemo da je S gust skup u T (u metricˇkom prostoru (X, d)) ako za svaki x ∈ T
i svaki  > 0 postoji y ∈ S takav da je d(x, y) < .
Propozicija 4.2.2. Neka je σ simpleks u RN . Tada je Intσ gust skup u σ.
Dokaz. Ocˇito je Intσ ⊆ σ. Neka su a0, . . . , an vrhovi od σ. Neka je x ∈ σ te neka je  > 0.
Tada je
x =
n∑
i=0
tiai,
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gdje su t0, . . . , tn ≥ 0, ∑ni=0 ti = 1. Znamo da postoji i0 = {0, . . . , n} takav da je ti0 > 0.
Odaberimo δ > 0 takav da je δ <
ti0
n i
δ <
∥∥∥a0 + a1 + · · · + ai0−1 − nai0 + ai0+1 + · · · + an∥∥∥ + 1 .
Za i ∈ {0, . . . , n} definiramo broj si na sljedec´i nacˇin:
si =
{
ti0 − nδ, i = i0
ti + δ, i , i0
Uocˇimo da su s0, . . . , sn > 0 i
∑n
i=0 si = 1. Neka je
y =
n∑
i=0
siai.
Ocˇito je y ∈ σ, a buduc´i da su sve baricentricˇke koordinate od y pozitivne tada je y ∈ Intσ.
Imamo
d(x, y) = ‖y − x‖
=
∥∥∥∥∥∥∥
n∑
i=0
siai −
n∑
i=0
tiai
∥∥∥∥∥∥∥ =
∥∥∥∥∥∥∥
n∑
i=0
(si − ti)ai
∥∥∥∥∥∥∥
=
∥∥∥δa0 + · · · + δai0−1 − nδai0 + δai0+1 + · · · + δan∥∥∥
= δ
∥∥∥a0 + · · · + ai0−1 − nai0 + ai0+1 + · · · + an∥∥∥
< δ
∥∥∥a0 + · · · + ai0−1 − nai0 + ai0+1 + · · · + an∥∥∥ + 1 < .
Dakle, d(x, y) < . 
Definicija 4.2.3. Neka je K simplicijalni kompleks u RN te neka je x ∈ |K|. Za x kazˇemo da
je dobra tocˇka u K ako postoji jedinstven σ ∈ K takav da je x ∈ σ.
Definicija 4.2.4. Neka je K simplicijalni kompleks u RN te neka je σ ∈ K. Za σ kazˇemo da
je maksimalan simpleks u K ako σ nije prava stranica niti jednog drugog simpleksa iz K.
Propozicija 4.2.5. Neka je K simplicijalni kompleks u RN .
1. Ako je σ maksimalan simpleks u K onda je svaka tocˇka iz Intσ dobra u K.
2. Ako je x dobra tocˇka u K onda postoji maksimalan simpleks σ u K takav da je
x ∈ Intσ.
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Dokaz. 1. Neka je σ maksimalan simpleks u K te neka je x ∈ Intσ. Pretpostavimo da
je τ ∈ K takav da je x ∈ τ. Tada postoji stranica t od τ takva da je x ∈ Int t. Ocˇito
je t ∈ K pa iz x ∈ Intσ ∩ Int τ slijedi da je σ = τ. Dakle, σ je stranica od τ, no σ
nije prava stranica od τ (jer je σ maksimalan simpleks) stoga je σ = τ. Dakle, σ je
jedinstven simpleks iz K koji sadrzˇi x. Prema tome, x je dobra tocˇka u K.
2. Neka je x dobra tocˇka u K. Znamo da postoji σ ∈ K takav da je x ∈ Intσ. Pret-
postavimo da je σ prava stranica od τ za neki τ ∈ K. Tada je σ , τ i x ∈ τ sˇto
je u kontradikciji s cˇinjenicom da je x dobra tocˇka. Prema tome, σ je maksimalan
simpleks u K.

Propozicija 4.2.6. Neka je K simplicijalni kompleks u RN te neka je S skup svih tocˇaka
koje su dobre u K. Tada je S gust skup u |K|.
Dokaz. Neka su x ∈ |K| i  > 0. Neka je σ ∈ K simpleks najvec´e dimenzije takav da je
x ∈ σ. Tada je σ maksimalan simpleks u K. Naime, kada bi postojao τ ∈ K takav da je
σ prava stranica od τ, onda bismo imali dimσ < dim τ i x ∈ τ sˇto je u kontradikciji s
odabirom simpleksa σ. Prema propoziciji 4.2.2 postoji y ∈ Intσ takav da je d(x, y) < . Iz
prethodne propozicije (1.dio) slijedi da je y dobra tocˇka u K, tj. y ∈ S . Time smo dokazali
da je S gust skup u |K|. 
Bibliografija
[1] J. R. Munkres, Elements of Algebraic Topology Addison-Wesley Publishing Com-
pany, Menlo Park, California, 1984.
[2] I. M. Singer, J. A. Thorpe, Lecture Notes in Elementary Topology and Geometry
SpringerVerlag, New York-Heielberg-Berlin, 1967.
[3] W. A. Sutherland, Introduction to metric and topological spaces, Oxford University
Press, 1975.
63

Sazˇetak
U ovom diplomskom radu proucˇavali smo poliedre i njihova svojstva.
Poliedri su objekti koji su izgradeni od simpleksa pri cˇemu se u toj izgradnji simpleksi
spajaju na odredeni nacˇin po svojim stranicama tvorec´i tako simplicijalne komplekse. U tu
svrhu proucˇavali smo strukturu i svojstva simpleksa i simplicijalnih kompleksa kako bismo
stekli predznanje potrebno za proucˇavanje poliedara i njihovih svojstva. Govorili smo
o aproksimaciji racionalnih simpleksa te o maksimalnim simpleksima i dobrim tocˇkama
poliedara.
Poliedri imaju vazˇnu ulogu u topologiji, sˇto je prikazano i u ovom diplomskom radu.

Summary
In this thesis we studied polyhedra and their characteristics.
Polyhedra are objects that are built from the simplexes where in that building simplexes
are connected in a certain way on its site, thus creating a simplicial complexes. For this
purpose, we studied the structure and properties of the simplexes and simplicial complexes
in order to gain knowledge necessary for the study of polyhedra and their characteristics.
We have discussed about approximation of rational simplexes, the maximum simplexes and
good points of polyhedra, too.
Polyhedra have a significant role in topology, which is shown in this thesis.
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